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Bertrand Egri Ciftleri ve Genisgletilmis Dym Denklemi: Geometrik Yapilar ve Soliton
Teorisi Perspektifinden Bir inceleme

1. Giris

Bu béliimde, Bertrand egri ciftleri ile Genisletilmis Dym (ED) denklemi
arasindaki matematiksel iliskiler kapsaml bir sekilde incelenmistir. Bertrand
egri ciftleri, diferansiyel geometri ve matematiksel fizik alanlarinda 6nemli bir
yer tutan, 6zel geometrik yiizeyler ve egriler iizerine yapilan arastirmalarla
dogrudan baglantilidir. ED denklemi ise, soliton teorisi ile giiglii bir iligki
icinde olup, dogrusal olmayan dalga denklemlerinin ve geometrik yapilarin
analizi agisindan Onemli bir yer teskil etmektedir. Bu ¢alismada, ED
denklemlerinin geometrik yapilarinin Bertrand egri iftleriyle nasil etkilesime
girdigini ayrintili bir bicimde ele almakta, ayn: zamanda yeni yiizey
siniflarinin ~ tanimlanmasimni  ve  bu  yiizeylerin fiziksel modelleme

potansiyellerini tartisilmistir.

Boliimde ayrica, Bertrand egri iftlerinin ve ED yiizeylerinin teorik
temelleri, soliton ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilan matematiksel
yontemler ve bu geometrik yapilarin fiziksel uygulamalar: ele alinmigtir. ED
yiizeylerinin dual yapilar1 ve soliton ¢oziimleri iizerine yapilan tartigmalar,
matematiksel fizik ile diferansiyel geometri arasindaki etkilesimi
gliclendirerek, bu alanlarda yeni arastirma firsati vermektedir. Bu baglamda,
Bertrand egri iftlerinin ED denklemleriyle olan iliskilerini daha
derinlemesine anlamak isteyen arastirmacilar i¢in kapsamli bir kaynak
sunulmakta ve bu alanda gelecekteki teorik ve uygulamali ¢alismalar i¢in

onemli bir temel tegkil etmektedir.

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler, matematik, fizik,
miithendislik ve biyoloji gibi bir¢ok disiplinin teorik ve uygulamali alanlarinda
merkezil bir Oneme sahiptir. Bu denklemler, karmagik sistemlerin
dinamiklerini modellemek ve anlamak icin gii¢lii bir arag olarak kabul edilir.
Ancak, bu tiir denklemlerin analitik ¢oztimlerini elde etmek genellikle bityitk
bir zorluk olusturur. Bu zorluklarin iistesinden gelmek icin ¢esitli yontemler

gelistirilmis olsa da, bilimsel aragtirmalardaki ilerlemeler ve teknolojinin
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slirekli yenilenmesi, farkli ¢oziim tekniklerinin ve yaklagimlarinin kesfini
zorunlu kilmaktadir. Bu baglamda, soliton ¢oziimleri, o6zellikle fiziksel
uygulamalardaki 6nemi nedeniyle dikkat c¢eken bir alan olarak One

¢ikmaktadir.

Soliton kavramy, sabit hizda ilerlerken kendi formunu koruyan, dogrusal
olmayan tekil dalgalar olarak tanimlanir. Bu kavram, ilk kez 1834 yilinda Iskog
mithendis ]. S. Russell tarafindan, su dalgalarinin hareketlerini incelemek
amactyla yapilan caligmalarda ortaya atilmistir. Russell, suyun derinligi ve

dalga derinligi ile hiz arasindaki bagintiy1 su sekilde ifade etmistir:
c2=gh+a)

¢ dalganin hizi, g yer ¢ekimi ivmesi, h suyun derinligi, a dalganin
derinligidir (Russell,1844). Solitonlarin bu 6zellikleri, yalnizca su dalgalarinda
degil, ayni zamanda miknatislarda ve diger fiziksel sistemlerde de

gozlemlenmistir.

Solitonlarin teorik temelleri, 19. yiizyillda yapilan 6nemli ¢aligmalarla
zenginlesmistir. E. Bour (1862), Gauss-Mainardi-Codazzi sistemini kullanarak
sabit negatif egrilikli yiizeyler iizerinde yaptig1 calismalarda, dogrusal olmayan
dalga yayilimi ve soliton ¢oziimlerine sahip olan Siniis-Gordon denklemini
elde etmistir. Daha sonra, Korteweg ve de Vries (1895), su dalgalarinin
davranislarini modelleyen ve soliton dalgalarin olusumunu agiklayan
Korteweg-de Vries (KdV) denklemini gelistirmistir. Bu ¢alismalar, solitonlarin
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler baglaminda daha genis bir
sekilde ele alinmasini saglamistir. Zabusky ve Kruskal (1975), ¢arpisma sonrast
aynt hiz ve formda hareketine devam eden dalgalari inceleyerek bu tiir

dalgalar1 "soliton" olarak adlandirmistir.

Soliton teorisi, yalnizca matematik ve fizik gibi alanlarda degil, biyoloji ve
mithendislikte de 6nemli uygulamalara sahiptir. Bunun yani sira, diferansiyel
geometri ile olan iliskisi, teorinin kapsamini genisleten bir bagka 6nemli

unsurdur. Bu baglamda, Backlund doniisiimil, sabit negatif egrilikli ylizeylerin
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doniisiimleri aracihigiyla soliton ¢oziimlerini geometrik bir agidan inceleyen
giiclii bir aractir. Backlund doniistimii, bir yar1 kiiresel yiizeyi sabit uzunluklu
dogrularla bagl basgka bir yar1 kiiresel ylizeye doniistiiren bir islem olarak
tanimlanir. Bu doniistim, hem geometrik hem de fiziksel sistemlerde ¢6ziim
tiretme agisindan biiyiik bir 6neme sahiptir. (Erdogdu, M., & Yavuz, A. (2022),
Rogers ve Schief (2002))

Backlund déniisiimiiniin uygulama alanlar1 arasinda genisletilmis Dym
(ED), Siniis-Gordon ve mKdV denklemleri yer alir. Rogers ve Schief (2002),
Genisletilmis Dym denklemini incelemis ve bu denklemin dogal geometrisini
analiz etmistir. ED denkleminin 6nemi, fiziksel bir analize dayanmasinin yan1
sira, sabit egrilik ve sabit burulmaya sahip egriler agisindan incelendiginde
geometrik agidan da 6nem tasimaktadir. ED denklemine karsilik gelen soliton

yiizeylerine ED yiizeyleri ad1 verilmektedir.

Literatlir incelendiginde, ED denkleminin hem fiziksel ve hem de
geometrik  yapisim1  inceleyen ¢alismalarin  oldukga st oldugu
goriilmektedir. Mevcut c¢alismalar genellikle analitik ¢oziimler iizerine
yogunlasmis, bu ¢oztimlerle iliskilendirilen geometrik yapilarin sistematik bir
sekilde ele alinmasi goz ardi edilmistir. Bu durum, ED yiizeylerinin geometrik
degismezleri, geodezik egrileri ve bu yapilarin diger fiziksel sistemlerle olan

iliskileri tizerine yeni arastirmalara duyulan ihtiyaci ortaya koymaktadir.

Bu ¢aligmanin temel amaci, Bertrand egri iftleri ve Genigletilmis Dym
(ED) denklemi arasindaki matematiksel ve geometrik iliskileri derinlemesine
incelemektir. Bertrand egri ciftleri, diferansiyel geometri ve matematiksel fizik
alanlarinda 6nemli bir konu olup, 6zel geometrik yiizeyler ve egriler izerinde
yapilan arastirmalarla iligkilendirilmektedir. ED denklemi ise soliton teorisi ile
baglantili olarak, dogrusal olmayan dalga denklemleri ve geometrik yapilarin
analizi acisindan kritik bir 6neme sahiptir. Bu ¢alisma, ED denklemlerinin
geometrik yapilarinin, Bertrand egri ciftleriyle olan etkilesimlerini detayli bir

sekilde ele almay1 hedeflemektedir.
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Calisgmanin hedefleri arasinda, Bertrand egri iftlerinin ve ED
denklemlerinin teorik temellerinin agiklanmasi ve bu iki yapinin etkilesiminin
incelenmesi yer almaktadir. Bunun yam sira, ED denklemlerinin soliton
¢oziimleri ve fiziksel modelleme potansiyeli tizerine yapilan tartismalarla, bu
geometrik yapilarin diferansiyel geometri i¢indeki yerinin daha iyi anlagilmasi
amaclanmaktadir. Ayrica, Bertrand egri ciftleri ve ED yiizeylerinin yeni
siiflarinin tanimlanmast ve bu yiizeylerin fiziksel modelleme alanindaki

potansiyelinin ortaya konmasi, ¢alismanin diger 6nemli hedeflerindendir.

Teorik Cerceve

Schief ve Rogers (1999) ¢alismasinda; sabit egrilik ve sabit burulmaya
sahip egrilerin binormal hareketinin sirasiyla Dym ve klasik Sine-Gordon
denklemlerinin integrallenebilir genisletilmesine yol agtigi gosterilmistir.
Genisletilmis Dym (Extended Dym) denklemi durumunda ise verilmis belirli
bir soliton yiizeyi ile iligkili yeni bir soliton yiizey ciftinin varligini belirlemek
icin karsihikli degismezler kullanilmistir. Genisletilmis Dym ve karsilikli
olarak birbirine bagl m?KdV denklemi icin Darboux degismezligi ele
alinmistir. Bilinen sabit uzunluk 6zelligi ile bir Backlund déniisiimii ortaya
atilmistir 6yle ki bu doniisiim ile yeni soliton yiizeyleri tiretmek miimkiin

olmustur.

Rogers ve Schief (2002) calismasinda da bahsedildigi gibi; Dym
denkleminin genisletilmis versiyonlarinin dogal geometrik tiirevi ve Sine-
Gordon denklemlerinin sabit egrilik ve sabit burulmaya sahip egrilerin
binormal hareketi agisindan ele alinabilir. Dym denklemi, sabit egrilikli bir

uzatilamaz (inextensible) egrinin hareketi ile
— 1Ly _ ¥ L
Tt - [K (11/2)55 T 2 + K (‘[1/2)]5 (1)

olarak ifade edilir. Burada, k egrinin egriligini ve T ise egrinin

burulmasini temsil etmektedir. Ayrica egrinin hiz1 ise
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v=1 2B (2)

olarak ifade edilir. Ayrica Dym denklemi

T = (Tli/z) (3)

SSS

oldugundan agikea goriilityor ki genisletilmis Dym denklemine gore daha
basit bir geometrik yapiya sahiptir. Ozel olarak (1) esitliginden; V = 2

binormal hareketin hizi olmak {izere

=2 (- 2) -3 ) 0

N

elde edilir. Genelligi kaybetmeden x = 1 alinirsa (1) esitligi, asagidaki
denklemlere karsilik gelir:

T = X ve X = (L) — /2 +( : ) (5)

7;1/2 ‘[1/2

Bu durumda Serre-Frenet denklemleri ve {T, N, B} {i¢liisiiniin zamana

gore degisimi

T 0 1 01[T
N| =|-1 0 <=||N (6)
Bl 0 -t O0lLB
1 17
0 i 1
T ) ! 2ol | rr
N| =]|7 /2 0 X_‘rl_/ N (7)
B B
= —x+=
2 T /2 T /2
olarak bulunur. (5) esitliginden
(B), = (XB + Tl/ZT) 8)

N
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oldugu goriiliir. Bu durumda r’ vektdr degerli fonksiyonu

tanimlayabiliriz 6yle ki
r's = 1B, )]

r'. = XB +1/2T (10)

esitlikleri saglansin. Burada {T', N’, B'} u¢lisii {B, —N, T} iigliisiine
kargilik gelir ve

K=1 veT'=% 11

oldugu agiktir. Burada n = —N oldugundan

r=r—N (12)

elde edilir. Sonug olarak bu esitlik,  ve ' iki ED yiizeyi olmak iizere, bu
ylizeylerin paralel yiizeyler olduklarini gosterir. 7’ yiizeyine r ED ylizeyinin
duali ad1 verilir. Onemli bir ayrint1 da sudur ki: bir ED yiizeyi ile dualinin
geodezikleri Bertrand egri ciftleri ailesi meydana getirir (Weatherburn, 1927).

Bertrand egrileri
ak+prt=1 (13)

denklemi ile karakterize edilir. Burada a, 8 birer reel sabittir. Bertrand
egrileri offset egrilerine bir 6rnek teskil eder (Nimmo ve Schief, 1997) Offset
egrileri bilgisayar destekli tasarim (CAD) ve bilgisayar destekli iiretimde
(CAM) siklikla kullanilir. Ayrica Razzaboni (1901) gostermistir ki tizerinde
bir parametreli geodezik Bertrand egrileri olan yiizeyler arasinda da bir
Backlund doniisiimii vardir. Dolayisiyla bu yiizeyler de soliton yiizeyleridir

(Rogers ve Schief (2002)). Ornegin; ED yiizeylerinin grafigi asagida verilmistir.



Bertrand Egri Ciftleri ve Genigletiimis Dym Denklemi: Geometrik Yapilar ve Soliton
Teorisi Perspektifinden Bir inceleme

belirli T (s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir
(Yiice, 2017; Chen ve Dillen, 2005).

a a(s)
T(s)

1 s s+1
e

dx|s

Sekil 2: Egrinin teget vektor alani

k:l - R, k(s) = ||T'(s)|| fonksiyonuna, a egrisinin egrilik fonksiyonu

denir. k(s) saysina egrinin a(s) noktasindaki egriligi ad1 verilir.
1
N(S) = @T (S) (14)

esitligiyle belirli N(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki asli
normali denir. N vektor alanina, a egrisinin asli normal vektor alani adi verilir.

N vektor alaninin kisaca N = %T' biciminde yazilabilecegi goriilebilir.

B(s) =T(s) x N(s) (15)

8
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esitligiyle tanimlhi B(s) vektorine, a egrisinin a(s) noktasindaki
binormali denir. B vektor alanina, a egrisinin binormal vektér alani adi verilir.

{T(s),N(s), B(s)}kiimesi pozitif yonlii bir ¢atidir. Ayrica her s € I i¢in
1B = ITSIINC)I [sinZ] = 1 (16)

dir. {T(s),N(s),B(s)} kiimesi Tys)(R®) uzaymn ortonormal bir
tabanidir (Sekil 3).

B(s)

a(s)

T(S) N(S)

Sekil 3: R®’ de bir egrinin Frenet vektorleri

T(s), N(s), B(s) vektorlerine a:I —» R3 egrisinin a(s) noktasindaki
Frenet vektorleri denir. {T(s), N(s),B(s)} kiimesine de a egrisinin Frenet

catisi denir. 7: I = R olmak iizere

7(s) = —(B'(s), N(s)) (17)

fonksiyonuna, a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina
egrinin a(s) noktasindaki burulmasi denir. Birim hizh a: 1 — R3 egrisinin
Frenet vektor alanlar1 T(s), N(s), B(s) ise

T(s) 0 k(s) 0 T(s)
ZING| =]k 0 ||V (18)
B(s) 0 —1(s) 0 B(s)

dir (Sabuncuoglu, 2014; Do Cormo, 1976).
Dual ED Yiizeyleri

(1) denklemin integrali kullanilarak elde edilen her bir ED yiizeyi, (4).

denklemde tanimlanan doniisiimler aracihgiyla r’ = r — N pozisyon vektori

9
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ile iligkili bir paralel dual ED yiizeyi ile iliskilendirilebilir. Bu doniisiim altinda,
karsilik gelen noktalar {izerindeki ED yiizeyindeki koordinat dogrulariin
teget vektorleri, dual ED yiizeyinde yer degistirir. Bir ED yiizeyindeki sabit
geodezikleri ile ona karsilik gelen dual ED yiizeyindeki geodezikler bir
Bertrand egri ciftleri olustururlar. Bertrand egrileri , § sabitler olmak iizere
ak + ft = 1 denklemi ile elde edilir. Bir ED yiizeyi ve onun dauli olan ED

ylizeyi ayn1 koordinatlar cinsinden parametrelendirilebilirler.

Dual Extended Dym (ED) yiizeyleri, soliton teorisi, diferansiyel geometri
ve integrallenebilir sistemler alaninda 6nemli bir arastirma konusu olarak
dikkat cekmektedir. ED denklemi, ozellikle sabit egrilik ve burulmaya sahip
egrilerin hareketleri ile iligkili olarak ortaya ¢ikmakta ve yiizeylerin geometrik

yapilarinin incelenmesine imkan tanimaktadur.

ED yiizeylerinin geometrik yapilari, diferansiyel geometri alaninda dual
yapilarla iliskilendirilmis déniisiimler aracihigiyla ele alimmistir. Ornegin,
yiizey lzerindeki koordinat dogrularinin teget vektorleri, dual yiizeylerde
doniisiimlerle yer degistirmekte ve geometrik degismezler korunmaktadir
(Rogers & Schief, 2002). Bu baglamda, binormal hareketler ve integrallenebilir
sistemlerin analizi, ED ylizeylerinin dual yapilarini belirlemede merkezi bir rol
oynamaktadir. Cieslinski, J. L. (1995), Dym denklemine yonelik
integrallenebilir ayriklastirma yontemlerini ele alarak, ED vyiizeylerinin
genisletilmis ¢oziimlerine matematiksel altyap: olusturur. Ayrik sistemlerin
ED denklemlerinin dual yiizeylerine nasil uygulanabilecegini gosterir.
Grinevich, P. G., & Novikov, S. P. (1984), integrallenebilir sistemlerin, 6zellikle
Dym denklemi gibi tiirevlenmis ylizey yapilarinda ele alinmaktadir. Dual
yapilarin geometri ile nasil iliskilendirildigini agiklamaktadir. Taimanov, I. A.
(1997) ¢alismasinda, diferansiyel geometri ile soliton teorisinin birlestigi ED
yiizeyleri i¢in dnemli bir referanstir. Dual yiizeylerin geometrik dontisiimlerle
iligkisi derinlemesine incelenmistir. Calini, A., & Ivey, T. (2021), egrilerin
hareketleri ve bu hareketlere karsilik gelen yiizey ciftlerini aragtirarak ED

yiizeylerinin dual dontisiimlerine temel olusturur.

10
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Dual ED yiizeylerinin varlign ve o6zellikleri, sabit egrilik ve burulmaya
sahip egrilerin geometrik davraniglar: {izerinden analiz edilmistir. Rogers ve
Schief'in (2002) calismalarinda, binormal hareketlerin karsilikli degismez
ozelligi dual soliton yiizeylerinin geometrik iligkilerinde temel bir unsur olarak
gosterilmistir. Bu incelemeler, hem geometrik hem de fiziksel sistemlerin

modellenmesinde 6nemli bir arag saglamaktadir.

Minkowski 3-uzayinda yiizeylerin Razzaboni doniisiimii de ED
yiizeyleriyle iliskilidir. Erdogdu ve Ozdemir (2019), Bertrand egrilerinin
binormal hareketiyle olusturulan Razzaboni yiizeylerini incelemis ve bu
yiizeylerin geometrik o6zelliklerini analiz etmislerdir. Ayrica Minkowski 3-
uzayinda, ED denkleminin farkli doniisiimlerle elde edilen dual yiizeylere olan
etkisini incelemistir. Ozellikle Razzaboni déniisiimii gibi déniisiimlerle dual
ED yiizeylerinin iretilebilecegi ortaya konmustur (Kazaz et al., 2015). Bu
doniisiimler altinda, dual yiizey ciftlerinin karsilikli noktalardaki teget

vektorlerinin yer degistirmesi 6nemli bir 6zellik olarak one ¢ikmaktadir.
Backlund Déniisiimii ve Soliton Coziimleri

1880'li yillarda, L. Bianchi ve A. V. Backlund, pseudo-spherical (yar1
kiiresel) yiizeylerin doniisimiinii incelemis ve bu doniisimii soliton
¢ozlimleriyle iligkilendirmistir (Backlund, 1880; Bianchi, 1892). Yar: kiiresel
ylizeyler, sabit ve negatif Gauss egriligine sahip ylizeyler olarak tanimlanir.
Backlund doniisiimii, farkli yiizeylerin birbirine déniisiimiinii saglayarak,
solitonlarin matematiksel analizini miimkiin kilmaktadir. Bu déniistim,
soliton yiizeylerinin matematiksel yapilarini ve geometrik degismezlerininin

anlagilmasina olanak tanimaktadir.

Backlund doniisiimiiniin farkli uygulamalar: arasinda, genisletilmis Dym
(ED), Sine-Gordon ve mKdV denklemleri yer almaktadir. Bu denklemler,
soliton teorisinin farkli alanlarda kullanilmasina olanak tanimis ve pek ¢ok

matematiksel ve fiziksel probleme ¢6ziim getirmistir. Rogers ve Schief (2002),
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bu denklemlerle elde edilen soliton yiizeylerinin geometrik analizini yapmis

ve ED denklemi gibi denklemlerin geometrik tiirevlerini incelemislerdir.

Genisletilmis Dym (ED) Denklemi ve Bertrand Egri Ciftleri:

Literatiirdeki Gelisim Siireci

Genisletilmis Dym (ED) denklemi, soliton teorisinin 6nemli bir pargasi
olup, ozellikle sabit egrilik tasiyan yiizeylerin ve soliton ¢oziimlerinin
matematiksel analizinde onemli bir yer tutmaktadir. ED denkleminin
¢oztimiiyle elde edilen ylizeyler, soliton yiizeyleri olarak tanimlanir ve bu
yiizeylerin geometrik 6zellikleri, literatiirde heniiz yeterince detayli bir sekilde
incelenmemistir. Rogers ve Schief (2002), ED denkleminin ¢oziimiiyle elde
edilen yiizeylerin geometrik analizini yaparak, bu yiizeylerin sabit egrilik ve

sabit burulma tastyan 6zelliklerini incelemislerdir.

Literatiirde, ED denkleminin geometrik yapisi tizerine yapilan ¢alismalar
sinirlidir. Bununla birlikte, ED denkleminin ¢6ziimiine karsilik gelen
yiizeylerin, Bertrand egri ¢iftleriyle iliskili oldugu ve her iki kavramin da sabit
egrilik ve sabit burulma tasiyan yiizeyler {izerinde benzer geometrik yapilarin
bulundugu goriilmektedir. Bu nedenle, ED denklemi ile elde edilen yiizeylerin
Bertrand egri giftleri ile iligkilendirilmesi, 6nemli bir aragtirma alani
olusturmaktadir. Bu kavram ilk olarak Bertrand tarafindan tanimlanmis ve
sabit egrilik ve sabit burulma tasiyan ylizeylerin geometrik analizinde
kullanilmistir. Bertrand egrileri, 6zellikle geodezikler ve minimal yiizeylerin
analizi gibi konularda uygulama alani bulmustur (Gray, 1998; Struik, 1988).
Bertrand egrilerinin temel 6zelligi, belirli geometrik kosullar altinda, yiizeyler
tizerinde sabit egrilige sahip egriler arasinda 6zel bir iliskiyi ifade etmesidir. Bu
egriler, sabit egrilik ve burulma kosullarini tagiyan yiizeylerin dinamik
analizlerinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bertrand egrilerinin sabit egrilik ve
burulma kosullar;, ED denklemi ile elde edilen yiizeylerin geometrik

ozellikleriyle ortiismektedir. Bertrand egri ¢iftleri, 6zellikle geodezik egriler ve
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minimal yiizeylerle olan iliskileri nedeniyle, ED denklemi ile elde edilen
soliton yiizeylerinin incelenmesinde dénemli bir arag olarak kullanilabilir. Bu
iki matematiksel yapinin birbirini tamamlayici 6zellikleri, solitonlarin

geometri ile olan iligkisini daha derinlemesine incelenmesini saglamaktadir.

Abbena, E., Salamon, S., & Gray, A. (2017), Bertrand egrilerinin sabit
egrilik ve burulma iligkisi iizerine yaptig1 c¢aligmasinda, bu egrilerin
diferansiyel geometri baglamindaki 6nemini vurgulamistir. Struik (1988) ise
bu egrilerin minimal yiizeylerin ve geodeziklerin incelemelerinde nasil
kullanildigini detaylandirmigtir. Bertrand egrileri, 6zellikle geodezik egriler ve
minimal yiizeylerle olan iliskileri nedeniyle, fiziksel ve geometrik

problemlerinin ¢6ztimiinde 6nemli bir arag haline gelmistir.

Kobayashi ve Nomizu (1963), Bertrand egri ciftlerinin diferansiyel
geometri baglamindaki anlamini ele alan bu ¢alisma, 6zellikle sabit egrilik
tasiyan yiizeylerdeki geodeziklerin matematiksel olarak nasil temsil
edilebilecegini tartismaktadir. Kobayashi ve Nomizu, Bertrand egri ciftlerinin

temel geometrik 6zelliklerini daha teorik bir perspektiften ele almislardir.

Rogers ve Schief'in (2002) ¢alismalari, soliton teorisinin ve Bertrand egri
giftlerinin geometrik yapilar1 arasindaki iliskiyi ele almistir. Bertrand egri
giftlerinin soliton teorisindeki roliinii agiklayan bu ¢aligma, soliton ¢oziimleri
ve sabit egrilik tagiyan yiizeylerdeki Bertrand egrileri arasindaki baglantilar

incelemektedir.

Senyurt S, Cakir O. (2023), Bertrand egri ciftlerinin karakterizasyonu
izerine yeni Frenet formiilleri gelistirilmistir. Yazarlar, egrilerin
Ozelliklerinden faydalanarak, Bertrand gifti egrisinin bazi belirleyici
ozelliklerinin, Bertrand egrisinin  cinsinden ifade edilebilecegini
gostermektedirler. Calisma, hem Levi-Civita baglantis1 hem de normal Levi-
Civita baglantis1 cinsinden Bertrand partner egrisine ait diferansiyel
denklemleri sunmaktadir. Ayrica, Bertrand egri cifti ile iligkili partner

egrisinin harmoniklik kosullar1 da ayn1 yontemle elde edilmistir. Bu yontemle
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bazi yeni sonuglar elde edilerek, son olarak elde edilen bulgular bir érnekle
desteklenmistir. Bu galigma, Bertrand egri ciftlerinin geometrik ve diferansiyel
ozelliklerinin daha derinlemesine anlagilmasini saglayarak, konuya onemli
katkilarda bulunmaktadir.

Lucas, P, & Ortega-Yagiies (2012), ii¢ boyutlu kiireye gémiilii bir egrinin
Bertrand egrisi olabilmesi i¢in bagka bir egri ile arasinda bir birebir esleme
olmas: gerektigi ifade edilmistir. Bu esleme, her iki egrinin karsilik gelen
noktalarindaki ortak asli normal geodeziklere sahip olmasini gerektirir.
Calismanin temel sonuglarindan biri, Bertrand egrileri i¢in klasik bir sonugla
uyumlu olan bir teoremin sunulmasidir. Ana teoremin kolay bir uygulamasi
olarak, Bertrand helislerin, sonsuz sayida Bertrand karsit egrisine sahip olan
tek burulmus egriler oldugunu karakterize edilmistir. Ayrica, caliymada kiire
tizerindeki Bertrand egrileri ile Bertrand helis egrileri arasindaki gesitli
iliskiler de kesfedilmistir. Bu bulgular, Bertrand egri ciftlerinin ozelliklerinin
anlagilmasina yardimci olmakta ve cesitli geometrik ve diferansiyel analizlerde

kullanilabilecek énemli sonuglar ortaya koymaktadir.

Alluhaibi ve Abdel-Baky'nin, 2023 yilinda yayimlanan galismasinda, 3
boyutlu Galile uzayinda Bertrand iftleri ele alinmistir. Calisma, farkli bir
uzayda da Bertrand egrilerinin incelenebilecegini ortaya koydugundan,
matematiksel onem tagimaktadir. Calismada, teorik sonugclar cesitli 6rneklerle
desteklenmis ve elde edilen bulgular, yontemin gegerliligini test etmek

amaciyla sunulmustur.

Mofarreh, E. (2024), Yiizeydeki bir egrinin geodezik egri olup olmadigi,
asli normal vektoriinlin ylizey normaline her noktada paralel olmasiyla
belirlenmektedir. Serret-Frenet catisi kullanilarak, Bertrand cifti simetrisine
sahip olan bir timelike yiizey cifti, Minkowski 3-uzayindaki c¢atinin
bilesenlerinin dogrusal kombinasyonlar1 cinsinden tanimlanmigtir. Bu
parametreli temsillerle, tanimlanan Bertrand ciftinin geodezik egriler olmasi
icin gerekli ve yeterli kosullar tiiretilmistir. Calisma ayrica, timelike regle

ylizeyinin tanimim da sunmaktadir. Yontemin, bazi 6nemli modeller
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tizerindeki uygulamalar1 verilmis ve teorik sonuglar bu uygulamalarla
desteklenmistir. Elde edilen bulgular, Bertrand cifti simetrisine sahip
yiizeylerin geometrik yapisini ve bu yiizeylerdeki geodezik egrilerin nasil
tanimlandigini daha iyi anlamamiza yardimci olmaktadir. Bu c¢alisma,
Bertrand cifti ve timelike ylizey ciftlerinin geodezik egrilerle iliskisini ve bu

geometrik yapilarin gesitli modellerdeki uygulamalarini incelemektedir.

Kazaz ve ark. (2015), Bertrand partner D-egrilerini (D-curves) Oklid
uzayinda incelemiglerdir. Bertrand partner egrileri, her iki egrinin de ortak asli
normal vektorlerine sahip oldugu ve bu egrilerin belirli geometrik kosullar
altinda birbirleriyle iliskili oldugu bir cift egridir. Calisma, Bertrand partner
D-egrilerinin geometrik dzelliklerini ve bu egrilerin Oklid uzayindaki yerini
anlamaya yoOnelik matematiksel analizler yapmaktadir. Calisma kapsaminda,
Bertrand partner D-egrilerinin diferansiyel denklemleri ele alinarak, bu
egrilerin elde edilebilmesi i¢in gerekli sartlar tiiretilmistir. Ayrica, bu egrilerin
geometrik  yapilar1  ve  Ozellikleri, ¢ozlim  siiregleri  {izerinden
detaylandirilmigtir. Elde edilen sonuglar, Bertrand partner egrilerinin farkl
geometrik yapilarla olan iligkisini acikliga kavusturmus ve bu tiir egrilerin
geometrik analizlerinde kullanilabilecek yeni yéntemler oOnerilmistir. Bu
arastirma, Bertrand cifti D-egrilerinin daha derinlemesine anlagilmasini
saglayarak, diferansiyel geometri ve egri teorisi alanlarinda 6nemli bir katki

sunmaktadir.

Senyurt, Caligkan (2013), timelike Bertrand egri ciftleri tizerinde sabit
nokta egrisinin kiiresel involiitlerini incelemislerdir. Bertrand egri ciftleri, her
iki egrinin de ortak asli normal vektérlerine sahip oldugu ve bu egrilerin
birbirleriyle belirli geometrik iliskilerle bagh oldugu ozel egri ciftleridir.
Calisma, timelike Bertrand egri ¢iftlerinin geometrik yapisini ve bu egriler
tizerindeki kiiresel involiitlerin 6zelliklerini analiz etmektedir. Yazarlar, sabit
nokta egrisinin kiiresel involiitlerinin nasil tanimlandigini ve bu involiitlerin
Bertrand egri ciftleriyle olan iligkilerini matematiksel olarak ortaya

koymuglardir. Ayrica, bu involiitlerin diferansiyel denklemleri tiiretilmis ve bu
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egrilerin geometrik ve fiziksel anlamlar1 ele alinmigtir. Caligma, timelike
Bertrand egri ciftleri tizerinde yapilan analizin énemli bir adimi olarak, bu tiir
egri ciftlerinin daha genis geometrik yapilar icinde nasil isledigini
gostermektedir. Elde edilen bulgular, timelike Bertrand egri ciftlerinin ve
bunlarin  kiiresel involiitlerinin  diferansiyel —geometri  alanindaki
uygulamalarin: derinlestirmektedir ve Bertrand egrileri ile ilgili literatiirdeki
anlayisimiza katki saglamaktadir. Bu ¢alisma, teorik matematiksel analizlerin
yanu sira, timelike geometri ve egri teorisinin daha ileri diizeyde anlasilmasina

olanak tanimaktadir.

Yavuz ve Erdogdu, 2020 ¢alismalarinda, yazarlar "Null olmayan Bertrand
W egrileri"ni incelemis ve bu egrilerin diferansiyel denklemlerini ¢6zmek igin
yeni bir yaklasim gelistirmislerdir. Bertrand W egrileri, Bertrand egri
giftlerinin 6zel bir sinifidir ve bu ¢iftlerin konum vektorlerinin diferansiyel
denklemlerini kullanarak daha genel bir ¢6ziim yaklagimi 6nerilmektedir.
Caligma, bu egrilerin konum vektorii {izerinden tanimlanan diferansiyel
denklemleri ele almakta ve bu denklemleri ¢6zerek null olmayan Bertrand W
egrilerinin geometrik 6zelliklerini ortaya koymaktadir. Yazarlar, Bertrand W
egrilerinin diferansiyel denklemlerle ¢oziimiinii saglayan yeni bir yontem
gelistirmis ve bu yontemle egrilerin konum vektorlerini sistematik bir sekilde
analiz etmistir. Caliymada, Bertrand W egrilerinin fiziksel ve matematiksel
olarak anlami tizerinde durulmus, 6zellikle null olmayan egrilerin, daha 6nce
bilinen Bertrand egrilerinden farkli 6zelliklere sahip oldugu vurgulanmistir.
Ayrica, bu egrilerin Ozel geometrik oOzellikleri ve iliskileri, gelistirilen
diferansiyel denklemler araciligryla detayli bir sekilde ele alinmistir. Sonug
olarak, bu ¢alisma, Bertrand W egrileri iizerine yapilan teorik ¢aligmalari
genisletmekte ve null olmayan egrilerin geometri alaninda daha genis bir bakis
agist sunmaktadir. Bu yeni yaklasim, Bertrand egri iftlerinin daha
derinlemesine incelenmesine olanak tanirken, diferansiyel geometri ve egri

teorisi lizerine yapilacak gelecekteki arastirmalara da katki saglamaktadir.
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SONUC

Bertrand egri ciftleri ve Genisletilmis Dym (ED) denklemi {izerine
yapilan ¢alismalar, matematiksel fizik ve diferansiyel geometri alanlarinda
koklit bir arastirma alani olusturmaktadir. Bu alanlar, 6zellikle soliton teorisi,
geometride 0Ozel vyiizeylerin incelenmesi ve diferansiyel denklemlerle
iliskilendirilen egrilerin analizinde onemli bir yer tutmaktadir. Soliton
teorisinin dogasinda bulunan dogrusal olmayan dalga denklemlerinin
¢ozlimleri, geometrik yapilar ve fiziksel modeller arasinda bir kopri
olusturarak, uygulamali matematige katkida bulunmaktadir. Bu baglamda, ED
denkleminin geometrik yapilarina dayali calismalar, diferansiyel geometri
icerisinde yeni yiizeylerin tanimlanmasini ve bu yiizeylere ait egrilerin 6zel
karakteristiklerinin ortaya ¢ikarilmasini saglamistir. Ozellikle Bertrand egri
giftlerinin ED yiizeyleri tizerindeki davranisi, geometrik doniisiimlerle
iliskilendirilerek, egri teorisi kapsaminda onemli sonuglar elde edilmistir.
Mevcut literatiir, Bertrand egri ciftlerinin klasik tanimlar1 iizerinde
yogunlagmakla birlikte, bu egrilerin daha karmagik geometrik yapilar,
doéniisiimler ve yeni yiizey sistemleriyle olan etkilesimini tam anlamiyla ortaya

koymamuistir.

Gelecekte yapilacak calismalar, ED denkleminin geometrik yapilarini
Bertrand egri ciftleriyle iliskilendirerek yeni soliton ¢dziimlerinin
tiiretilmesine  odaklanabilir. Bu durum, soliton teorisinin yalnizca
matematiksel fizik icin degil, sivi dinamigi, optik fiberler gibi alanlarda da
onemli uygulamalara yol agabilir. Ayrica, diferansiyel geometri araglarinin ve
Backlund doniigiimleri gibi yontemlerin kullanimi, Bertrand egri ciftlerinin
ED denklemlerine dayali olarak tanimlanan yeni yiizeylerle daha ileri diizeyde
incelenmesini saglayacaktir. Bu calismalar, teorik modelleri giiclendirerek,
hem analitik ¢oziimler agisindan yeni ufuklar sunacak hem de matematiksel
araglarin miihendislik ve fizik gibi disiplinlerdeki uygulamalarini

genisletecektir. Boylece, bu alanda yapilacak yeni arastirmalar, matematiksel
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tizik ile diferansiyel geometri arasindaki etlilesimi artirarak literatiire 6nemli

katkilar saglayacaktir.
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4- BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA TZITZEICA EGRILER
1. GIRIS

Romen matematik¢i George Tzitzeica, Tzitzeica ylizeylerini [1] de ve
Tzitzeica egrilerini [2] de tanimlayarak literatiire yeni kavramlar: kazandirdi.
[3-5.] deki aragtirmacilar, 3-boyutlu Oklid uzayindaki egriler ve yiizeylerin
Tzitzeica egri ve Tzitzeica ylizey olmast i¢in yeni teoriler insa ettiler. Ozellikle
3- boyutlu Oklid uzayinda egriler igin yapilan galigmalarin 3- boyutlu Lorentz
uzayinda karsiliklarini aragtirmak geometricilerin ¢aligma alanlarinin baginda
gelmektedir [6-8]. Fakat 3- boyutlu Lorentz uzayinda egri tanimi 3- boyutlu
Oklid uzayindakinden farkli olarak spacelike, timelike ve null olarak
siiflandirilmasi yapilan ¢alismalar: cesitlendirmistir. Bu bakis acisi ile 3-
boyutlu Lorentz uzayinda Tzitzeica egriler iizerine ilging caligmalar elde

edilmesine imkan tanimistir [9-11].

Tim bu caligmalara ilaveten [12] de Emrah TUNC ve Bengii
BAYRAM 4- boyutlu Oklid uzayinda Tzitzeica egriler igin ii tip Tzitzeica egri
tanimlayarak diferensiyel geometriciler i¢in ¢ok 6nemli bir ¢aliyma alanini
agmuglardir. Bu baks agist ile yapilan bu ¢alismanin amaci 4- boyutlu Lorentz
uzaymda timelike ve spacelike egriler igin Tzitzeica egriler {izerine yeni

teorileri ifade ve ispat etmektir.

2. LORENTZ UZAYININ TEMEL KAVRAMLARI

Tamm 2.1.  R* de {=(34,3,33,3) ven = (nyn,m37a) gibi iki
vektdriin

(G = —0m + $omy + 33n3 + Qany

seklinde tanimlanan i¢ garpimi Lorentz (veya Minkowski) i¢ ¢arpimi

olarak tanimlanir.

Béylece {R* < ,> }ikilisine 4-boyutlu Lorentz uzay1 denir ve L* =
{R*, < ,> }ileifade edilir.[7].

Tanim 2.2. Bir ¥ € L* vektoriine
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(X, ) > 0 ise spacelike vektor
(x’, X) < 0 ise timelike vektodr

X Sifirdan farklt bir vektor ve (X, X) = 0ise lightlike yada Null
vektor denir [7].

Tanim 2.3. 4-boyutlu Lorentz uzay1 L* nin iki X, y 'vektdrii igin (x, Y) =

0 ise bu iki vektor Lorentz uzayinda diktirler denir [13].
Tanim 2.4. Lorentz uzayinda bir X vektdriiniin normu

. (X, X), Xspacelike vektor ise
x|l = R .
— , X timelike vektor ise

seklinde tanimlanir [13].

Tanim 2.5. Bir a egrisine

(a',a") < 0 ise time like egri

(a',a’) > 0 ise space-like egri

(a',a’) = 0 ise null veya lightlike egri ad1 verilir [13].

Tanim 2.6. a = a(s), L* de tanimh sifirdan farkli birim hizh bir egri
olsun. Kabul edelim ki bu egrinin a'(s),a’’(s), a'''(s),av(s), a’(s)
tiirevleri mevcut olsun. Bu durumda s € I i¢in asagidaki bagintilar1 saglayan
{&1(5),£2(5),&5(8), &4(5)} ortonormal catisina Frenet catist ve bu ¢atinin

K, (s), K (s), K3(s) ifadelerine Frenet egrilikleri denir. Bylece Frenet catis
§1(s) = €2(8)K1(s)€2(s),
§2(s) = —€1($)K1(5)81(s) + €3(8)K(8)83(5), 2.1
§3(s) = —&2(S)K2(s) §2(5) + £1(5)€2(5)€3(8)K3 ()84 (),
§4(s) = €3(s)K3(s)83(s),
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seklinde tanimlanir. Burada &;(s), §,(s), §3(s) ve &4(s) ler icin
(€i(s),&i(s)) = &i(s), 1 i <4, g(s) = +1 ve &(s)ex(s)ez(s)ey(s) = -1
dir [13].

a=a(s), L% 4-boyutlu Lorentz uzayinda birim hizli spacelike veya

timelike egri olmak tizere o = a(s) konum vektorii
a(s) = Xic1 Bi(s)%i(s) (2.2)
seklinde tanimlanir.

Burada 1 <i < 4, icin

Bi(s) = Tha o5 < @(9) &) >, (2.3)

olarak yazilir.
3. TZITZEICA EGRILER

Tanum 3.1. (Birinci tip Tzitzeica egrisi) L * 4- boyutlu Lorentz
uzayinda a = a(s) bir spacelike veya timelike egri ve a = a(s) egrisinin Frenet

catist {£1(5),&,(5),&5(5),é4(5)} ve Frenet egrilikleri
K1(s), K, (s), Kz(s)olsun. Eger a = a(s) birinci tip Tzitzeica egrisi ise

Ka(s)
d2 2 =a, (3.1)
{81(5).52(5).84(5) }

esitligi saglanir.

Burada dg (S)Ex($)Ea(s) } keyfi bir a(s) noktasinda orijinden
{£1(5), &,5(5), €4(5)} ile gerilen hiperdiizleme olan uzakhgin karesi olup

A, 5),62(508005)) = < A(8), §3(5) > (3.2)

seklide tanimlanir. Burada a; # 0 reel sabittir [ 12 ].
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Tamim 3.2. (Tkinci tip Tzitzeica egrisi) L, 4- boyutlu Lorentz uzayinda
a = a(s) bir spacelike veya timelike egri ve a = a(s) egrisinin Frenet catisi

{61(5),&2(5),&3(s),€4(s)} ve Frenet egrilikleri K (s),K;(s), Kz(s)olsun.
Eger a = a(s) ikinci tip Tzitzeica egrisi ise

Ki(8)
y 1 =a, (3.3)
{81(s).83(5).84(s) }

esitligi saglanir.

Burada dgz (5 r,(s),¢s)3 Keyfi Dbir a(s) noktasinda orijinden
{&1(5), &3(5), €4(s)} ile gerilen hiperdiizleme olan uzakhigin karesi olup

At )88 = < U8),&(s) > (3.4)
seklide tanimlanir. Burada a, # 0 reel sabittir [ 12 ].

Tanim 3.3. (Ugiincii tip Tzitzeica egrisi) L % 4- boyutlu Lorentz
uzaymda a = a(s) bir spacelike veya timelike egri ve a = a(s) egrisinin Frenet

catist {&1(5),§2(5),&3(5),€4(s)} ve Frenet egrilikleri K;(s), K, (s), Kz(s)
olsun. Eger a = a(s) lg¢linci tip Tzitzeica egrisi ise

K3(s)
d? ) = ag (3.5)
&1()82()83() )

esitligi saglanir.

Burada dg (5)z,(s)65(s)3 Keyfi bir a(s) noktasinda orijinden
{€1(s),&,(s), &3(s) } ile gerilen hiperdiizleme olan uzakligin karesi olup

A, )8 0180) = < A(8), 84 (5) > (3.6)
seklide tanimlanir. Burada a; # 0 reel sabittir [ 12 ].

Teorem 3.4. a = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L *de bir spacelike veya

timelike egri, {£1(5),£2(5),43(5),€4(s)} egrinin  Frenet catist ve
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K1(s),K2(5),K3(s) egrinin Frenet egrilikleri olsun. Eger a = a(s) spacelike

veya timelike egri birinci tip Tzitzeica egri ise

£3(s)K5(s)B3(s) + 2K5(s)B,(s) —
281 (s)e,(s)e3(s)K(s)K3(s)Ba(s) = 0 (3.7)

diferensiyel denklemi saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki a = a(s) spacelike veya timelike egri birinci tip

Tzitzeica egri olsun. O zaman (3.1) ve (3.2) esitliklerinden

K2 (s) _
(<A Ee>)2 o1 (3.8)

yazilabilir. (3.8) esitliginin tiirevi alinirsa

Ky(s) (< a(s),&(s) >)* — 2K,(s) < a(s),&(s) ><
a(s),&(s) >=0 (3.9)

elde edilir.(3.9) da (2.1) yazilip diizenleme yapilirsa
K3(s) (< a(s),§5(5) >)? + 2e2(8)K3(s) < a(s), §3(8) >< a(s), §2(s) >

—221(5)£2(5)e3()K2(8)K3(s) < a(s), §3(5) >< a(s),84(s) >= 0
(3.10)

elde edilir. Bu son esitlikte (2.3) kullanilirsa
e5(5)K3(IBE(s)  + 2 £5()e3()KZ(5)B2(5)B3(s)
—2&()e2 ()5 (K, (5)K3 ($)B3(s)Bals) =0

veya gerekli kisaltmalar sonucu

e3(s)K5(s)B3(s) + 2KZ(s)B(s) —
2 £1(5)e3(s)e3(s)K(s)K3(s)Ba(s) = 0

bulunur ki bu da ispati tamamlar.
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Teorem 3.5. a = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzayi L *de bir spacelike veya
timelike egri, {61(5),&,(5),¢3(5),€4(s)} egrinin  Frenet catisi ve
K1(s),K;(s),Kz(s) egrinin Frenet egrilikleri olsun. Eger a = a(s) spacelike

veya timelike egri ikinci tip Tzitzeica egri ise
&2()K1(s)B2(s) + ZKE(s)B1(s) — 2K ($)K,(s)B3(s) = 0 (3.11)
diferensiyel denklemi saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki a = a(s) spacelike veya timelike egri ikinci tip

Tzitzeica egri olsun. O zaman (3.3) ve (3.4) esitliklerinden

Ki(s)

(<o) B ()>)E | 2 (3.12)

yazilabilir. (3.12) esitliginin tiirevi alinirsa

K1(s) (< a(s),52(8) >)? — 2Ky (s) < a(s), &2(s) >< a(s), §(s) >=0
(3.13)

elde edilir.(3.13) da (2.1) yazilip diizenleme yapihrsa
K1(5) (< a(s),52(s) >)* + 2&1()KE(s) < a(s), §2(s) >< a(s), §1(s) >
—2&3(s)K1(9)K2(s) < a(s),&2(s) >< a(s),&3(s) >=0  (3.14)
elde edilir. Bu son esitlikte (2.3) kullanilirsa
e5(s)K (5)B3(s) + 2 €3 (5)e2 ()K3 (s)B1 (s)B2(s)
—2 £5(5)e3()K2 ()K5(s) B2 (s)B3(s) = 0
veya gerekli kisaltmalar sonucu

£2(S)K1(5)B2(5) + 2KE()B1(5) — 2Ky (5)K,(5)B3(s) = 0

bulunur ki bu da ispati tamamlar.
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Teorem 3.6. a = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzayi L *de bir spacelike veya
timelike egri, {61(5),&,(5),¢3(5),€4(s)} egrinin  Frenet catist ve
K1(s),K;(s),Kz(s) egrinin Frenet egrilikleri olsun. Eger a = a(s) spacelike

veya timelike egri tiglincii tip Tzitzeica egri ise
£4()K5(5)B4(s) + 2K3(s)B3(s) = 0 (3.15)
diferensiyel denklemi saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki a = a(s) spacelike veya timelike egri {igiincii tip

Tzitzeica egri ise (3.5) ve (3.6) esitliklerinden

R TO N
(<a(s) E()>)2 23 (3.16)

yazilabilir. (3.16) esitliginin tiirevi alinirsa

K3(s) (< a(s),84(s) >)? — 2K5(s) < a(s),&4(s) ><
a(s),&,(s) >=0 (3.17)

elde edilir.(3.17) da (2.1) yazilip diizenleme yapilirsa

K3(s) (< a(s),(s) >)? + 2&53(s)K3(s) < a(s), &5(s) ><
a(s),&4(s) = 0. (3.18)

elde edilir. Bu son esitlikte (2.3) kullanilirsa

e5(S)K5(S)B2(s) + 2 €5(5)es (s)K3(s)B3(s)B4(s) = 0

veya gerekli kisaltmalar sonucu

£4(K5(s)B4(s) + 2K5(s)B3(s) = 0

bulunur ki bu da ispati tamamlar.

30



4- BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA TZITZEICA EGRILER

KAYNAKLAR

[1] G. Tzitzeica, “Sur une nouvelle classe de surfaces”, Comptes Rendus des S’ eances
de I’Acad "emie des Sciences Paris, vol. 144, no 1, p. 1257-1259, 1907.

[2] G. Tzitzeica, “Sur certaines courbes gauches”, Annales scientifiques de I'Ecole

Normale Supérieure,vol. 28, no 3, p. 9-32, 1911

[3] N. Bila, “Symmetry reductions for the Tzitzeica curve equation”, Math and

Computer Science Working Papers, vol. 16, 2012.

[4] AF. Agnew, A. Bobe , W.G. Boskoff and B.D.Suceava, Tzitzeica curves and
surfaces, The Mathematica Journal, 12, 1-18., 2010.

[5] M. Crasmareanu, Cylindrical Tzitzeica curves implies forced harmonic oscillators,
Balkan J. Geom. Appl., 7, 1, 37-42, 2002.

[6] H. Balgetir, M. Bektas and M. Ergut, Bertrand curves for non-null curves in 3-

dimensional Lorentzian space, Hadronic Journal, 229-236, 2016.

[7] F. Bulut and M. Bektas, Special helices on equiform differential geometry of
spacelike curves in Minkowski space-time.Communications Faculty of
Sciences University of Ankara Series A1 Mathematics and Statistics, 69(2),
1045-1056, 2020.

[8] M. Bektas, M. Ergut and D.Soylu, The characterization of the spherical timelike
curves in 3-dimensional Lorentzian space. Bulletin of the Malaysian
Mathematical Sciences Society, 21(2), 1998.

[9] M. E.Aydin and M. Ergiit, Non-null curves of Tzitzeica type in Minkowski 3-
space, Romanian Journal of Mathematics and Computer Science, 81-90,
2014.

[10] M. K. Karacan and B. Biikcii, “On the hyperbolic cylindrical Tzitzeica curves in
Mikowski 3-space”, BAU FBE Dergisi, vol. 10, no 1, p. 46-51, 2009.

[11] M. K. Karacan and B. Biikcii, “On the elliptic cylindrical Tzitzeica curves in
Mikowski 3- space”, Scientia Magna, vol. 5, no 3, p. 44-48, 2009.

31



4- BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA TZITZEICA EGRILER

[12] E.Tung and B. Bayram, A New Characterization of Tzitzeica Curves in Euclidean
4-Space. Fundamentals of Contemporary Mathematical Sciences,4(2), 77-86,
2023.

[13] E.C. Cetin, M. Bektas and M.Y. Yilmaz, On the Associated Curves of a Frenet
Curve in Ry! Cumhuriyet Science Journal, 43(2), 273-276, 2022.

32



BOLUM 3

DUAL DEGISKENLI KiiRESEL BEZIER
EGRILERINDE BLASHKE CATI*

Muhsin INCESU!
Fadime TEKGUL?

* Bu ¢alisma Fadime TEKGULin Yiiksek Lisans Tezinden iiretilmistir. Mus
Alparslan Univ. Fen Bil. Ens. Mat. ABD, Danigman: Dog. Dr. Muhsin INCESU, 2024.
1 Dog. Dr.; Mus Alparslan Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bélimii.
m.incesu@alparslan.edu.tr ORCID No: 0000-0003-2515-9627

2 Ogretmen; Malatya il Milli Egitim Midiirligi . fadime6_6@hotmail.com
ORCID No: 0000-0001-8781-8072




Dual Degiskenli Kiiresel Bézier Egrilerinde Blashke Cat:
1. GIRiS

CAD / CAM sistemlerinin yani bilgisayar destekli tasarimin en énemli
unsurlarindan biri Parametrik egriler ve yiizeylerdir. Bu alanda yer alan
kavramlarin baginda da Bézier egrileri ve yiizeyleri gelmektedir. Bezier
egrileri, en kararli ¢oztimleri veren polinom egriler olduklarindan bu egrilerle
ilgili pek ¢ok calismalar yapilmistir. Bunlara 6rnek olarak G. Farin (1990), R.
Farouki (1985), J.Hoschek (1985), H. Potmann (1995), Incesu (2003, 2004),
Samanci H,, Celik S, Incesu M (2015), Samanci H (2018, 2021), Samanci H ve
Incesu M (2020), Oren ve Incesu (2020), calismalari verilebilir.

Mekanik ve Mekanizmalar teorisinde siklikla kullanilan regle yiizey
kavrami ve bununla iligkili olarak da dual uzay ve D-modiil tizerindeki egriler
robotik, mimari ve diger endiistriyel alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir.
Regle yiizeyler Oklid uzaylari, Lorentz - Minkowski uzaylari, Galile ve pseudo-
Galile uzaylar1 gibi bir¢ok uzayda incelenmistir Hacisalihoglu, (1972, 1983),
Gursoy (1992), Gursoy ve Kiigiik (1999, 2004), Kazaz, Ozdemir ve Giiroglu
(2008), Nesovic vd., (2016), Giiler ve Kasap, (2018), (Hathout, Bekar ve Yayl,
2017), Tas (2016), (Tas ve Ilarslan, 2019), (Tas ve Giirsoy, 2018) caligmalar1
ornek olarak verilebilir.

Incesu (2022) de dual uzayda Bezier egrilerini reel parametre alarak
galismistir. Yani dual uzayda Bezier egrileri ve birim dual kiire iizerine
projeksiyon egrileri, reel parametreye bagh olarak bir digger ifadeyle t* = 0
durumunda verilmistir. Keyfi dual degiskenler i¢in Bernstein polinomlarini
da Samanci (2015, 2017) vermistir.

Bu caligmada parametre keyfi dual degisken alinarak Bezier egrileri

calisilmigtir.

2. DUAL KURESEL BEZIiER EGRILERI

3-Boyutlu reel Oklid uzayinda aliman ve kontrol noktlari
Py, Py, P,, ..., P, olan n. ci dereceden bir Bezier egrisi

n
B(t) = Z B['tP;
i=0

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada B]*(t), Berstein taban polinomlaridir.

BM(t) = MHa-om~i, o0<i<n
0, diger
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bicimindedir.

Dual degiskenli ve kontrol noktalar1 P; = P; + eP;* dual vektorleri olan bir

Bezier egrisi ise benzer sekilde yazilip reel ve dual kismina ayrildiginda,
B(t+et*) =B(t) + (B*(t) + t'B'(¢))

dir. (Tekgiil, 2024). Burada B(t), kontrol noktalar1 Py, Py, Py, ..., B, olan reel

Bezier egrisi; ve B*(t), kontrol noktalar1 Py, P{, P;, ..., P, olan reel Bezier

egrisidir. Bu egrinin dual birim kiire iizerine izdiisiimii egrisi de;

B = B

B(t + ¢et*) = 15l
B3 B(t) B*(t) _ (B(1),B'()) «[B'(®) (B(®),B'(®)
B = - B - B

© 1Bl te 1B IB@®II3 )+t [llB(t)ll IB@II3 (t)]]
dir.
Simdi bu egri tizerinde Blashke Catisini ifade edelim;
Al = E
A !
A =—1,
27 Al
A3 = A1 X AZ

olarak tanimlanmugtir. Kisaltma igin B(t + £t*) yerine B; B(t) yerine B ;
B*(t) yerine B* ; B(t + €t*) yerine de B yazarsak tiirev denklemlerinden
B=B+e(B*+t'B")
B'=B'+¢(B” +t*B")
B"=B"+¢&(B" +¢t*B"")
B" =B" +¢(B"" +¢*B")
dir. O halde Blashke ¢atiy1 olusturalim:

3. BLASHKE CATI

Once ||§ || "ifadesini bulalim;
s’ ( 73 B\ _ (BB _ 2(BB'Y (BB
121 _( (B'B)) "~ 2/BB) 2Bl 1B
oldugu goriiliir. O halde B’ ifadesi:
B/ [ B ] _ BIBI-B.IBII

Bl R UBJIZ
_ B" (BB') 5
IIAB’IIAII§II3A o
_ B'lIBI*—(B,B")B
18113

bulunur. O halde
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B’ =
[B'+£(B*'+t*B”)]-[||B||+£—<B'B|*|;ﬁ*3’) —([B+&(B*+t*B")|[B' +&(B* +t*B")])B
(BB*+t*B")]°
[”B”J’g B ]

_[B+e(B* +e 8" )| [IBI2 +26(B,B* +"B")|-[(B.B')+£((B,B* +t"B")+(B* +£"B' B"))| [B+£( B +"B")]

IBII3+311Blle(B,B*+t*B')

2(B,B*)B' +||B||?>B
[B'IBII>-B(B,B")]
—-B(B,B")|+¢

*'—(B,B’)B’—((B,B*')+(B*,B’>)B
+t*[2(3’,B)B’+||B||ZB”—(B,B’)B’—((B,B”)+||B’ ||Z)B]

IBII[IIBII2+3&(B,B*+t*B')]

£ @
Ll uBIR
_(8B"B' B (BB')B’ (3(3,3*)(3,3’) _ (B,B*’)+(B*,B’)) B
IBI1® (] 811 BII° 811
. [-2«BB"B' | B" (3(3,3’)2 <B,B”)+|IB’II2) ]
| + —~ B
[ B3 [E] IB1I° B3

Bu ifade normuna boliiniirse Blashke Catisinin ikinci birim vektorii

B'||B|I>*~(B,B’ >B] n

2= Cisx@xal
3(B,B*)(B,B) s
—(B, + — (B, + B
(B,B")B' + |BI?B* —(B,B)B +( e BBV )p
—(B",B’)
. ng w o (3B.B)? " ’
+t (-2(3,3)3 +1BIPB" + (XE5-— (B,B") — 1B ||2)>B
S S— IBIIIB"II%(B, B") — |BII"(B", B*") +
1@l IBII%(B, B')(B", B')
1 —2||B|I*¢B, B'Y*(B, B") + ||BII*(B, B"XB, B"')
(R <3 7
<G| | 208, BB IPIBIE — I1BIL (8", B") — 248, BVIIBI?

23’—(3,3’)3]

+1BIS(B, B')(B, B)] [P

olur. Sadelestirirsek ;

2= [ 1+
[ —(B.B)B +IBI?B” (B, B)B" + (X200 (B, By — (B",B')) B
e [IBIBBY — IBIZB, B + B BB BY
. |isxeeE —72‘3"?2;(23'3*#(B,B')(B,B*’) IBI*B" — (B, B")B
el —2(B, BB’ + |IBIB" + (5=~ (B, B") ~ IIB'II2) B
wol e GBI -IBIEEEY
TG BT Z(T?Bli; +(B,B'YB,B") IBII*B" — (B, B")B
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olur. Boylece

A3 = Al X AZ
olacagindan,
_ Bl '
= T X B+
IB'I{B, B*) — |IBII*(B", B*') +
—2(B,B") B3 (B,B')Y{B",B')
B B x (B’ x B)||? . 2(B,B")*(B,B")
1B 1B X B x B | iy - 20
B x B’
SRS — IBI(B x B") + IBII(B" x B)
1B x (B x Bl , 8
—2(B,B') 1Bl
1Bl 1B x (B’ x B)||?
+t*[IIBII(B x B") +| /2(B, B)|IB'l|* — IBII*(B’,B")\ ||B X B
_2<B’_B’)3+(B B')(B,B")
11|12 ' '
olur.
4. BLASHKE CATIDA TUREV DENKLEMLERI
\_ = _ B (BE) 4
A =B =
-(BB*) o,y , B (BB') .
B3 Bl 1BI3
_[B _ (BB 3(B,B")(B,B') _ (BB")+(B",B")
‘hw ww] +< THE 1513 )B
«[-2(B,B"YB" B 3(B,B"Y?  (B,B"")+|B|I?
e |2 - B
+ [ IB]|3 + 1Bl + ( 18] 18113 ) ]
=pa, A1+ qa Ay + 14,45
yazildiginda

pA1=(A’1-A1)
qA1=(A’1-A2)

rA1=(A'1,A3)
olur. O halde;

B" (BB')s B’

Pay = (1 ~ 6w D' 1A
_(BB") (BB"HBIA?
TR
_(BB") (BB
1812 NBI?
=0
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— !
qu (A ’ 2)
_< (BB’)B (B’ (E,B’)E) 1 )
NBI 11813~ \|IB|l 18113 ‘Pi' (RE’)E‘
[T
IBxB'|> x|
~n4 ~n4
_ 1Bl __ Bl
‘ B’ _(fa,ﬁ’)A‘ IIBxB’II
[EANTTR I311*
_ |[BxB']|
Qa1 = gy

|(BxB")+e((BxB"")+(B 2B ) +¢" (BxB"))|
- IBI+(B 5 +C B

BxB',BxB*' +B*xB'+t*(BxB'’
=||BxB’|| +s[< Ak X, (Bx ))]
[IBXB'||
BxB',BxB*' +B*xB' +t*(BxB"'
=||BxB’|| + s(< il x, (Bx )>)
[[BxB'||
BB+ ||B’||2(B,B*)+||B’||2(3’,B*’)—(B,B’)((B,B*’)+(B’,B*))
_ [5r5 I +t[IBIX(B"B"")~(B.B")B.B")]
94y |Bll+&(B,B*+t*B’)
olur.
_ |IBxB’||
Qa1 = )

(B,B")

I (5 gy + 1BIB", By — B2 (B, B*") + (B, BY)

[IBIl 1Bl
(B,B"}(B,B"")
& B BI BII I i A S i A
B L St [P PR
_ lBxB"|| (B,B') 11B]I2
18112

Taq = (41, 43) = (41, A1x4,)

(B’ (E,E;’)B)
_,B8" 8 B \IBl j5°
=G5~ e e ¥ s <§.§'>B’)

[ETTR
_[BxB'17Y, B (BB)B B (B  (BB"B
‘[uézuz] G I ’||é||x(||1§||w||ﬁ||3))
IBIZ 1,5 (BB)B 5 (a (BB)B
_MBIE 1 pr _BEIE g (g (BE
TR Bz o Bk

1 ~ (BB"YB & =~ (BB'Y 5 =
= |pr—BEE pyp _EB)p,p
IBNIBxB'I [( g1z *°*e T e P )]
-0
bulunur.
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Simdi ;
B 87
A — | gel® | _p BB (8808 '
27 [ I ‘[néxé'n_||§||||§x§'||]
El

yazilabilir. Burada oncelikle baz: tiirevleri alalim.

5 (BB'Y ...
18] = €22 ai

~ A ~ o~ PN ~ PPN
s =,n' _ (BxB'(BxB')) _« o .B'xB'+BxB")
“BxB ” = BxB' = BxB'
! ||B;;XB ” li 12; ”BXIIBI ” li
(BxB'BxB") _ (B,BNB'B")—(B,B")B,B)
= = — olur. O halde;
[I1BxB|l IBxB'|l
BB aI2a! 8!y_(B Bl\va B!
NI "I(BvB,)) A Bl BB \|B||"«B',B"")-(B,B')(B,B')
P (818148 Sy 188 B”B”'[ 5]
2 IBxB"||2
~rm2 PPN ~ ~ Al A ~ A A
[(I18"]"+¢8,8""))B+(B,8")8'|IBI||BxB" | (B.B")B
IBII2.1BxB"|12 IBlI2.11BxB"||?
BB 5.5 11 I1BI2(B",B")—(B,B")(B,B')
olur. Burada k = [ = ||BxB’|| + ||B|| — dir.
Bl IBxB'|l
Sadelestirirsek;
srian B (BB')
B"B||l+—= S B! B SINBIIB BIN A B
o < 2P BTIBIE A" | BIBIEE'NBE")
z Rz IBxB" |3 IBxB" |3
(IBI12+(B,B"))B+(B,B")B' = (B,B')2B
IBIllIBxB'|| IBII3BxB||
(||BxB'||[||B||(B,B”)] (Eﬁ”><l?,l§’>2) A
IBxB’||3 IBIllIBxB'||3
BBl BB/ B Bl Bl BB BI\(B B! BBl
IIB1IB (8,B") IBI*(B",B") | IIBI{B,B'XB,B")  (B,B') ] B
lBxB'| IBIllIBxB'|| IBxB||3 IBxB’||3 IBIIBxB'II]
[<B.B’>(B.B”>||B|| _ (BB")B,B")*  (lIBII*+(B,B")) (BB'Y? 14
IBxB'||3 IBIlIIBxB'|I3 IBIIIBxB'|| IBlIENBxB'|

yazilir. Buradan,
AIZ = pAZAl + qAZAZ + rAzAS
yazdigimizda;
pAZ = (A, ,A1>
qu = (AIZ'AZ)
Ta, = (A3, 43)
olur. Buna gore,
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1A 1A B
pAZZ(AZlAl) = (A 'm>
(858"

(8,8"Y>  BIXB,B")BB") , (BB)*BB")
IBxB'Il "~ IIBII2|IBxB’|l IBxB'||3 IBxB’||3
__(BB')? IB11%8,8"XB,B") (BB"XBB")* (lIBI*+(B,B"))
B2 BB I1BxB||3 IBxB |3 IBxB'|
(B,8')
Iz S .
_ (BB )—"B”Z(B'B)((B’ B"y—(B,B")) - 1B1I>+(B,8"") (B,B')?
IBxB'll ~ 1BxB"||? ’ ’ 1BxB'|| IBII211BxB'|
_ —lBxB'|"-1BII*B,B')8'~B,B") _ -||BxB'|| _ |BII*(B,B')B',B"")
e I!§IIZII§x§’||3 I1B112 IBxB' I3
IBII*(B,B')(B',B"")
IBxB 3
. —[1BxB'|| | BBYIBI® (5 _ B A
Boylece | — — (B — B’,B")) bulunur.
Ylece P = ~\5E + Jamae ( B")
Simdi q,,, yi bulalim:
IBIl A (BB") &
= (A5, A,) =(A5, —— ———— B
Gay = (A2 A2) =2 5 55 B — sy O
~ ~ Arn2 ~ PPN ~rm2
__UBI®_ i gy BEVIBIT  NBIMB"BTB
1BxB"||I2 > * 1BxB'||? 1BxB'||*
~ PN A7 a ~rn2 ~ ~rm2 ~ A ~ A ~ ~ ~
1B1*B,8'(B"B")||B"|” _ (BB"B'I" , (B,BY*(BB")IBI*> _(BB"")B,B')? _
) IBxB'||* IBxB'|| IBxB'||* IBxB'||*
(I8"1*+.8) BB+ + (BB (B.E'NE.E") (BB
IBxB’ |2 ’ IBII2IBxB"I12  [|BxB’|]? IBII21BxB'||2
IBII>(8',B" %B,B")*  (B,B")*(B,B") (88" (B,B")YBB")IBI?
1BxB'|I* IBxB'||* IBII2(1BxB’ |2 IBxB’|*
@8"ye8y (181 +B8"M) o (B,B'y
YTTa BxB'|2 <B'B>__A2AA12
IBxB'I* " BxB'|2 V"’ __IBIZIBxB|| o
__ BB"YBB") (BB'NBB")  |BI*B"B"XBB")? |BI*B"B")
1BxB'||* IBxB’||2 lIBxB’||* 1BxB’ |12
~ ~1 A ~rn2 ~ A2, 4 a PPN
IBI*B",8")||B"||” , IBI*||B"]|"(B,B")B,B"")
1BxB'||* IBxB"|*
~ o~ ~ o~ ~ ~r112 ~ ~ o~ PPN
_(B,B"")(B,B') [||B||2||B’|| —(B.B’)Z] __ (B,B')B,B")
I1BxB||* 1BxB' |12 I1BxB’ |2
~7 A ~ ~ o ~ ~r112 A7 A ~
4 (BLBBIZ [ -IBIP|IBT|"] | (B"BIBIZ _
1BxB|* —|1BxB"||? 1BxB" |2
bulunur.

O halde g4, = 0 dir. $imdir,, yi bulalim.
rAZ = (A’,A3)=<A3,A1x142)

B' (BB")B
5 B =n3
, | B [T
= <A21 — X S1 B BIhD )
[EL ‘ B' (BB)B ’
[ETTR
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+ B IBII>B'~(B,B")B
= (AZ,T X (?))

(]l llIBII2B"—(B,B")Bl

B B||?B'-(B,B")B
— (L x (L5505,

181\ BB
BxB'
= (A3 =—=)
1B
11 & BB
= oy et BB

bulunur. $imdi py,,qa, ve 7, katsayilarini bulalim. Bunun igin A3 elde
etmeliyiz

B" (BB 5 IBII*>B'—(B,B")B B /
= \l—=——==B)X|\—== — XA
(||B|| 112 ) ( IBIIIB=B]| ) + Bl 2

_ BBIBXB' __(BE) _p. g BXB' |
T IBIRNBxB| ||B||2||Bx3 [ IBxB'|
L[—(BB") __ _NBI*B'B™)  (BB'WBB") __ (BB') ]B < B
IBII21BxB || IBxB'|]3 IBxB'||3 ||B||2||B><B I
_ (Exé’,é’xé)é B = (B,B'Y(B,B""Y-||B||?(B, B”)E B
T IBxB'|3 1BxB’ |3

elde edilir. Buna gore katsayilar
Pas=(a3,41)
qa3=(A%,4,)
Tas=(A%,45)
olacagindan
__(BxB*B'XB) ;5 _ 5
Pas = anisxere ¢ X B
bulunur. O halde; p,, = 0 olur.
qA3 = (AIE’.' AZ)

__ (BxB'',B'xB) (E < B [||B||2§'—(§,§’)§])
IBxB'||? "L 11BxB'|12|IB|

©

)

Il
o

=0

bulunur ve son olarak ;
Tay = (A3,A3) = (43,41 X Ay)
BB B BY . BI2R_(B B'\B
_(BxB'',B'xB) (B x B, B ||B|| B'—(B,B )B>

||l§><,1;§"||,3 ||§|| IBIIBxB'||
(BXB"B'XB) /& &, & . &
=——————(BXB',BXB')
I1BxB'||*
_ (BxB"',B'xB)
~ |IBxB'|12
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bulunur. O halde matris ile gosterelim:
_All- pAl QAl A1
Alz = [pAz qu rAz AZ

pA3 qA3 rA3 A3

yazﬂdlglﬁda;

0 0 (B><B ,B'xB)
CUBxB'[IZ
yazilabilir. Béylece Blashke ¢atinnin tiirev denklemleri elde edilmis olur.

_llexB’ By BVIBNZ A~ PN B
”Bff l n wXB)llB” (B—B'B") 0 IBIl det[ BB2 |
IBI| IB1| IBxB'|| A3
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Conformable Boussinesq-Double Sinh-Gordon Denkleminin Analitik Coziimleri

Giris

Son birkag yilda, lineer olmayan diferansiyel denklemlerdeki ilgi
odagi lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin analitik
¢oziimlerinin elde edilmesi oldu. Bu tiir lineer olmayan kesirli diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek i¢in bir¢ok matematikg¢i ve fizikgi
farkli yontemler gelistirdi (Zulfigar & Ahmad, 2021). Literatiirde, iistel
fonksiyon yontemi (He, 1999) varyasyonel iterasyon yontemi (Zulfigar &
Ahmad, 2020), sints-kosiniis yontemi (Wazwaz, 2004), (G'/G)-agilim
yontemi (Akbar & ark., 2019), Adomian ayristirma yontemi (Wazwaz,
2005) gibi ¢cok sayida yontem yer almaktadir.

Kesirli diferansiyel denklemlerde kullanilan birgok kesirli tiirev
yaklagimi mevcuttur. Bu yaklagimlardan, kolay tanimindan dolay1 tamsay1
mertebeden tiirev ile ifade edilebilen ve temel matematikte yer alan tiirev
formiillerini saglayan conformable kesirli tiirev yaklasimi daha ¢ok tercih
edilmektedir (Khalil & ark., 2014). Bu c¢alismada ele alinan kesirli
mertebeden diferansiyel denklemde bulunan kesirli tiirevler conformable
kesirli tiirev olarak alindi.

Bu calismada, zaman degiskenine gore conformable anlaminda
kesirli mertebeden tiirev iceren Boussinesq-Double Sinh-Gordon
denkleminin analitik ¢oziimleri e ~?®) yontemi ile elde edildi.

Boussinesq-Double Sinh-Gordon denklemi birgok arastirmaci
tarafindan cgesitli analitik yontemler kullanilarak ¢ozildii. 2005 yilinda
A.M. Wazwaz tanjant hiperbolik yontemini kullanarak Boussinesq-Double
Sinh-Gordon denkleminin analitik ¢oziimlerini elde etti (Wazwaz, 2005).
2006 yilinda Abdul-Majid Wazwaz, degiskenlerine ayirma ydntemini
kullanarak Boussinesq-Double Sinh-Gordon denkleminin analitik
¢oziimiinil buldu (Wazwaz, 2006). 2012 yilinda, G. Ebadi ve arkadaslart,
(G'/G)-agihm yontemini kullanarak Boussinesq-Double Sinh-Gordon
denkleminin analitik ¢oziimlerini elde ettiler (Ebadi & ark., 2012). 2013
yiinda A. Esen ve arkadaslari iistel fonksiyon yontemin yardimiyla
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Boussinesq-Double Sinh-Gordon denkleminin analitik ¢oziimlerini elde
ettiler (Esen & ark., 2013). 2019 yilinda S. Yilmaz ve O. Tasbozan yardimci
denklem yontemini kullanarak Boussinesq-Double Sinh-Gordon
denkleminin analitik ¢6ziimlerini buldular (Yilmaz & Tasbozan, 2020).

Conformable Kesirli Tiirev Yaklasimi
Tanim 1:f:[0,00) >R, t >0 ve p € (0,1) olmak iizere p-inci
mertebeden bir f fonksiyonunun conformable kesirli mertebeden tiirev
yaklagimi

f(t+et=P)-f ()

T, (F)(®) = lim

seklindedir. Eger a > 0 olmak tizere (0, a) agik araliginda f (t) fonksiyonu

p-inci mertebeden diferansiyellenebilir ve tli%1+ £® () limiti mevcut ise
® =i ®)

FP0) = Jim [P

esitligi gecerlidir (Khalil & ark., 2014).

Teorem 1:p € (0,1] ve f,g fonksiyonlar1 t > 0 noktasinda p-inci

mertebeden diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda

1) Hera,b € Rigin T,(af (t) + bg(t)) = aT,(f (1)) + bT,(g(t)),
2) Herq € Rigin T,,(t) = qt?7P,
3) Her f(t) = d sabit fonksiyonu i¢in T}, (d) = 0,

4) T,(f(Dg(®) = FOT,(g®) + gOT,(F ().

(@) _ 9O (fO)-F(OTp(g (1))
Plav)) [g()]? ’

5)
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6) T,(f(t)) = t1» L2

esitlikleri saglanmaktadir (Khalil & ark., 2014).

e ?©) Analitik Yontemi

e~®@® yontemi, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
analitik ¢oziimlerinin bulunmasinda kullanilan bir yontemdir. Bu yontem,
son zamanlarda, bir¢ok arastirmaci tarafindan conformable kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin elde etmek

i¢in kullanildi (Hosseini & ark., 2017; Rezazadeh & ark., 2018).

e~%® yontemi ile conformable kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemlerin analitik olarak ¢oziilebilmesi i¢in agagidaki adimlar izlenir

(Alam & ark., 2015).

I. Adim: t zaman degiskenine gore conformable kesirli mertebeden tiirev

iceren lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin genel formu

0Pu du 0%u d3u
=0 )

9tP ' 9x’ 9x2 9x3" "
seklindedir. Burada Q lineer olmayan bir fonksiyon ve p € (0,1) olmak

.. oPu .. . . o . . ..
lizere —— tiirevi de u(x,t) fonksiyonunun t zaman degiskenine gore

p —inci mertebeden conformable kesirli tiirevini temsil eder.

II. Adim: (1) ile verilen denklemde
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u(x,t) = U(§)

ve w dalga hiz1 olmak {izere

= L1
E=x+w >
seklinde dalga dontisiimiinii kullanilirsa, (1) denklemi

G(U, Uy, Ugg, Ugge, ) = 0 @

seklinde adi diferansiyel denkleme doniisiir.

ITI. Adim: (2) adi tiirevli diferansiyel denkleminin

UE =ap+ ) a(e @) )
i=1

biciminde analitik ¢6ziimi aranir. Burada i = 0,1, ..., n olmak lizere q;
katsayilar1 belirlenecek olan katsayilar olup, ¢ (&) fonksiyonu ise

@'(&) =e 2@ 4 ue?@ 4 2 (4)
adi tlrevli diferansiyel denkleminin ¢6ziimleridir. (4) ile verilen
diferansiyel denklemin analitik ¢6ztimleri

1#0, A*—4u>0 olmak iizere

2

J2 -4

7 —agtann YT 0y |- a
2

$ (&)= 2 , (5)
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1#0, 2> —4u <0 olmak iizere

A — 22 tan{“A"u &+ C)j

$,(&)=In 2 , (6)

1#=0, %0 ve A* —4u >0 olmak iizere

A
$3(§) = —In (m) @)

1#0, A1#0,4* —4u =0 olmak iizere

2(A(£+C)+ 2)} ®

¢4(§)=|n(— 2(E+0)

1#=0,1=0, 2" —4u =0 olmak iizere

#5(5) =In( +C) 9
seklindedir.

(3) ile verilen denklemde bulunan n pozitif tamsayis1 homojen
denge olarak adlandirilan esitlik yardimi ile bulunur. Bu esitligi elde etmek
icin (3) denklemindeki lineer olan en yiiksek mertebeden tiirev igeren

terims = 0,1,2, ... i¢in
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0 v =n+
acs =n+s,

olarak ve en yiiksek dereceden lineer olmayan terim s = 0,1,2,... ve g =

0,1,2, ... icin

0 quSU =@+ 1Dn+s
ags )~

seklinde yazilarak, elde edilen ifadeler birbirine esitlenir (Lai & ark., 2009).
Esitlenen bu ifadelerden n pozitif degeri bulunur. Boylece, homojen denge
yardimui ile elde edilen n pozitif tamsayisinin (3) esitliginde kullanilmas:
ile birlikte (2) adi tiirevli diferansiyel denklemin katsayilar1 daha sonra
belirlenecek olan U (&) analitik ¢oziimii belirlenmis olur.

IV. Adim: (3) esitligi ve bu esitligin gerekli tiirevleri (4) denklemi
yardimiyla elde edildikten sonra (2) denkleminde yerlerine yazilmasiyla
e~ %@ kuvvetlerini iceren bir ifade elde edilir. Elde edilen ifadede bulunan
e~ ®® terimlerinin kuvvetlerinin katsayilar1 sifira esitlenmesi ile bir
denklem sistemi olusturulur. Bu denklem sisteminde bulunan A, u,w, a;
degerleri Wolfram Mathematica yardimiyla ¢oziilerek bulunur. Elde edilen
degerler ve (5)-(9) ile verilen formiillerin kullanilmasiyla (1) kesirli

mertebeden kismi diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimleri elde edilir.

51



Conformable Boussinesq-Double Sinh-Gordon Denkleminin Analitik Coziimleri
Conformable Boussinesg-Double Sinh-Gordon Denkleminin
Analitik Coziimleri

Conformable kesirli mertebeden Boussinesq-Double Sinh-Gordon

denklemi

%Py 0%u  0*u
ot %oxz T oxt

= sinh(u) + ;sinh(Zu) (10)

seklindedir. Burada, p € (0,1) olmak {izere, ifadesi u(x,t)

%Py
at?p
fonksiyonunun ¢ zaman degiskenine gore 2p —inci meretebeden
conformable tiirevini gostermektedir. (10) ile verilen conformable kesirli

mertebeden kismi tiirevli denkleme

tp
= _ 11
3 x+wp (11)

seklinde dalga dontisiimii uygulanirsa,
. 3
wW? — )u" + u® = sinh(u) +Esinh(2u) (12)

adi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. (12) adi tiirevli diferansiyel

denklemine
v=e¥ (13)

doniistimii uygulanir ve
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v—rop1

sinh(u) = 3

(14)
esitligi kullanilirsa

—3v2 — 203 + 205 + 300 + (4w? — 4a)v2v'* + 24v'* — 4wZp3y" +
4av3v"” — 48k*vv'*v" + 12v20""% + 16v2v'v"" — 4p3pW) =

0 (15)
esitligi bulunur. u(x, t) ile v(x, t) arasindaki baginti ise (13) esitliginden
u=lIlnv (16)

olarak bulunur. (15) ile verilen denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirev
iceren v3v ™) terimi ile en yitksek mertebeden lineer olmayan v° terimi

arasindan

3n+n+4=6n

esitligi elde edilir ki, buradan

n=2

olarak bulunur. Boylece (15) ile verilen adi tiirevli diferansiyel denklemin
v(§) = ag + a;e ?® + az(e“l’@))z (17)

seklinde analitik ¢6ztimii aranir. (17) ve (13) esitliklerinden faydalanarak,

(15) denkleminde bulunan v(§) ifadesinin tiirevleri
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V'(§) = —2a,e73%®) + 726 (—q; — 2a,1) — a;u + e @ (—a; A
— 2a,p)

V(&) = 6a,e*PC) 4 =3¢ (2a, + 10a,1) + a;Au + 2a,u?
+ 729 (3a,1 + 4a,A% + 8ayu) + e~ (a, 12
+ 2a,p + 6a,Au)

vlll(f) — _24aze—5¢(f) + e—4¢(f)(_6a1 — 54azﬂ_) — alﬂ.z[,l — 2a1u2
— 6a,Au? + e 3@ (—12a,1 — 38a,1% — 40a,u)
+ e 20 (=7a,2% — 8a,A3 — 8a;u — 52a,AK)
+ e~ @ (—a, A3 — 8a,Au — 14a,12 — 16a,u?)

v®)(&) = 120a,e79%@ + 759 (24a, + 336a,1) + a; A3
+ 8a, Au? + 14a,A2u? + 16a,u3 + e~ *¢) (60a,1
+ 330a,42 + 240a,u) + e 3@ (50a,1% + 130a,13
+40a,u + 440a,Ap) + e 22 (15,23 + 16a,1*
+ 60a,Au + 232a,2%1 + 136a,u?) + e~ (q, 1*
+ 22a;2%u + 30a,3u + 16a,u? + 120a,Au?)

seklinde bulunur. Elde edilen bu tiirevler ve (17) esitliginin (15) ile
verilen denklemde yerlerine yazilip, gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla
e~%® teriminin kuvvetlerinin katsayilarindan olusan denklem sisteminin
¢oziimlenmesiyle, birinci ¢6ziim ailesinden elde edilen parametreler

ag —
4

a2:4,a=W2_3'a1=—4—/a,ﬂ_=— ag, U = (18)
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seklinde, ikinci ¢6ziim ailesinden elde edilen parametreler

X apg+1
a;=4a=w+1a = —4[ag1=~Jfagu=—" (19

olarak, ti¢lincii ¢oziim ailesinden elde edilen parametreler

aO_
4

a, =4,a =w?—3,a; = 4,/ay, 1 = Jag,u = (20)

seklinde olup, dordiincii ¢oziim ailesinden elde edilen parametreler ise

5 ap+1
a, =4a=w?+1,a, =4Jag, 2= Jag,u = 2 (21)

olarak bulunur. (18) ile bulunan parametre degerlerinin, (11) dalga
dontisimiiniin  ve (14)-(18) analitik ¢oziimlerinin (17) ile verilen

denklemde yerlerine yazilmasiyla, v(x,t) analitik ¢éziimleri
(ag —1)°
2
1 tP
<\/a_0 — tanh (7 (x + W;)))
2\/‘1—0 (ao—1)
1 tPyY
\/a—o — tanh <§ (x + WF)>
4
P

+
i e_(mg))Z Ly ()

vi(x,t) = ap +

v(x,t) =1+
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olarak bulunur. (16) ile verilen formiiliin kullanilmasiyla, (10) ile verilen
conformable kesirli mertebeden Boussinesq-Double Sinh-Gordon

denkleminin analitik ¢oziimleri

ap —1)2
u (x,t) =In| ag + (@~ 1)

| (-3 u))

2\/a_0(a0 -1)
Jao — tanh (% (x + W%))

u,(x,t) =In| 1+ +
2 -1+ e‘(”w%))z —1+ e_<x+w%)

seklinde elde edilir. (19) ile bulunan parametre degerlerinin, (4.1.2) dalga
dontisimiintin  ve (14)-(18) analitik coztimlerinin (17) ile verilen

denklemde yerlerine yazilmasiyla, v(x,t) analitik ¢6ziimi

4 4
va(x,t) =1+ -

(1 tan (%(HW%)))Z o)
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olarak bulunur. (16) formiliniin kullanilmasiyla, (10) ile verilen
conformable kesirli mertebeden Boussinesq-Double Sinh-Gordon

denkleminin analitik ¢6ziimii

4

us(x,t) =In| 1+

\ (1 (3o +W§)>>2

4

) 1+tan<%(x+w%)>

olarak bulunur. (20) ile bulunan parametre degerlerinin, (11) dalga

doniisiminin ve (14)-(18) analitik cozimlerinin (17) ile verilen

denklemde yerlerine yazilmasiyla, v(x, t) analitik ¢oziimleri
(ap — 1)
2
1 tP
(—\/a_o — tanh <§ (x + Wg)))

2\/ag(ag — 1)
_\/a_o—tanh (%(x +W%)>

v (x,t) = ag +

+
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vs(x,t) =1+

+
i e(m%))Z 14 o)

olarak bulunur. (16) formiliniin kullanilmasiyla, (10) ile verilen
conformable kesirli mertebeden Boussinesq-Double Sinh-Gordon

denkleminin analitik ¢ziimleri

ap —1)2
uy(x,t) =In| ap + (4~ 1)

| (- (3o w2))

_|_

2,/ag(ag — 1)
_\/a_o—tanh (%(x +W%)>/

us(x,t) =In| 1+

+
<—1 + e("*‘”%))z -1+ e(“W%)

seklindedir. (21) ile bulunan parametre degerlerinin, (11) dalga
dontisimiintin  ve (14)-(18) analitik coztimlerinin (17) ile verilen

denklemde yerlerine yazilmasiyla, v(x,t) analitik ¢6ziimu
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(ap +1)*

(—\/_ + tanh< (x +w :)))2
N 2,/ag(ag + 1)
—\/_+tanh< (x+wt;)>

ve(x,t) = ay +

olarak bulunur. (16) formiliiniin kullanilmasiyla, (10) ile verilen
conformable kesirli mertebeden Boussinesq-Double Sinh-Gordon

denkleminin analitik ¢ziimleri

(ap +1)*

ug(x,t) =In| ap +

\ < \/—+tanh< (x+wt;)>>2

N 2\/ag(ag + 1)
_\/_+tanh< (x+wt;)>/

seklindedir.
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3 BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA KURESEL CARPIM YUZEYLERI

GIRIS

Diferansiyel geometride egri ve yiizey kavramlari, temel ve 6nemli bir yer
tutmaktadir. Yiizeylerin olusturulmasinda gesitli yontemler bulunmakta olup,
bunlardan biri birden fazla egrinin parametrizasyonunun birlikte
kullanilmasidir. Ornegin, Steleme yiizeyleri, carpanlara ayrilabilir yiizeyler ve
kiiresel carpim yiizeyleri, bu tiir bir yaklasimla elde edilen yiizeyler arasinda
yer almaktadir [2, 5, 6, 20].

Carpim uzaylarinin gémmeleri kavrami Kuiper tarafindan g:M —
IE™+d ve h: S" — IE™*! fonksiyonlari igin

CD(S, t) = (gl (S)' g2 (S), ey gm+d—1(s)' gm+d(s): h(t))

seklin de tanimlanmigtir. Burada M, bir m-boyutlu manifold ve S™ de n-
kiire olup t € S™ dir. [3] ve [4] numarali caligmalarda yazarlar, bu sekildeki
gommeleri donel gdmmeler olarak adlandirmiglar ve m =n=1ved = 1,2
alarak bu gommelerin 6zel bir hali olan kiiresel carpim vyiizeylerini
calbismislardir. m=n=1ved=1 icin Cl(S) = (gl(s), g, (S)) ve
C, (t) = (h (), h, (t)) gibi iki diizlemsel egri yardimi ile Oklidyen 3- uzayda

kiiresel carpim yiizeyini
C1(s) ® C2(D) = (81(), 82()h1 (D), g2(Hh2(1) (1

parametrizasyonu ile vermislerdir [3, 4]. Daha sonra, bu tiir yiizeyler,
Oklidyen, Minkowski ve Galilean uzaylarda ¢alisilmis ve nemli sonuglar elde
edilmistir [7, 15, 18]. Bu yiizeylerin arasinda ozel olanlar, donel yiizeyler ve
stiperquadriklerdir [12, 14, 21]. Bu iki kavram geometride gorsel drnekleri ile
birlikte genis yer tutar.

(1) nolu esitlikte C, (t) = (COS t, sin t) alinarak donel yiizey ile
karsilagilir. Bunlardan bazilari, regle yiizeyler, agilabilir yiizeyler, helikoid,
kanal yiizeyleri, tiip ylizeyi ve katenoidtir. Bu ylizeylerin farkl disiplinlerde
bir¢ok uygulamasi mevcuttur [10, 13, 17, 19, 22].
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Ozellikle baska bir formda olan siiperquadrikler, siiperelips,
stiperhiperbol gibi egrilerin kiiresel carpimiyla elde edilir. Bu egrilerin basit
formlar1 bilindigi tzere analitik geometride yer almaktadir. Bu kiiresel
carpimla elde edilen yiizeyler, siiperelipsoid, tek kanatli superhiperboloid, ¢ift
kanatli siiperhiperboloid ve toroidtir [14].

Oklidyen 3- uzaydaki bu tiir yiizeylerin uygulama alanlar1 mevcut
olup bunlardan bazilar1 robotik, tibbi goriintii analizi ve sanal ortamlarin
otomatik olarak olusturulmasidir.

Bu calismada, kiiresel ¢arpim yiizeyleri Minkowski 3- uzayinda ele
alinmistir. Oncelikle, sonraki boliimlerde hesaplamalarda da kullanilacak olan
temel tanim ve bilgiler verilmistir. Sonrasinda, Minkowski 3- uzayinda iki egri
yardimiyla kiiresel carpim yiizeyi tanimlanarak bu ylizeyin Gauss ve ortalama
egrilikleri elde edilmistir. Yiizeyin diiz olmasi igin yeter ve gerek kosul

sunulmus, minimal kiiresel ¢arpim yiizeyler ile ilgili sonuglar verilmistir.

Son olarak, minimal kiiresel ¢arpim yiizeyinin Gauss doniisiimii tizerine
bazi sonuclar verilmistir. [8, 9, 16].

1.TEMEL KAVRAMLAR

1 indekse sahip, yar1-Oklidyen 3- uzay olan IE} iizerinde Lorentz i¢

garpimi

<P' Q>|_ =PQ, +P,Q, —-P,Q; (2)

olarak belirlidir. (2) esitliginde P = (P,, P,, P;) ’
Q= (Ql, Q.. Q3) € IE] seklindedir.

csayist pozitif olmak iizere
Hi(-c?)={PelEs: (P,P) =-c?|
dir, ayrica
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si(c?)={pelEd: (P,P) =c?}

ayrimi gegerlidir ve bu kiimeler sirasiyla yari-hiperbolik uzay ve yari-

Riemann uzaylari temsil eder. Burada, HZ (— C2) de-Sitter uzay zaman,
S? (02 )ise Sitter uzay-zaman adlariyla da anilir [13].

P, IE}de bir vektor olmak iizere <P, P> . =0 (P =#0)iginnull
(lightlike), <P, P>|_ > Qigin spacelike, <P, P>|_ < Oiginse timelike oldugunu

biliyoruz. Bu vektoriin boyu,

IPIl. = v [{P, P).l
ile hesaplanir [11].

<P, Q>L = Qifadesi gergeklenirse bu vektorler ortonormaldir. Dahasi,
C'(S) hiz vektori, null, spacelike ya da timelike oldugunda egri de null,
spacelike ya da timelike olarak adlandurilir [11].

IE; de bir spacelike egrinin ya da timelike egrinin birim hizlilig:
<C'(S), C'(S)>L = +1olmas1 demektir. Lightlike koni ise

LC=1{PelE], (P,P) =0}
seklindedir.
Yukaridakine benzer bir tanimlamayla, Minkowski 3- uzayinda
yiizeyler de spacelike, timelike ve null gibi farkli ti¢ kategoride degerlendirilir.
Yiizeyin normal vektor alani olan mspacelike ise yiizey timelike, m timelike

ise ylizey spacelike olarak isimlendirilir.

S: @ (s, t) Minkowski 3- uzayinda bir ylizey olsun. Bu durumda, yiizeyin
teget uzay1 T(S) yi olusturan vektor alanlar1 @ ve @, olup 1. temel formun

katsayilar1
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e = (D, Dg),
f= <q)s' th)L (3)
g = (P, Py)y,

seklinde olup 1. temel form matrisi

e f
gij = [f g] (4)
dir. Dolayisiyla, 1. temel form

| = eds® + 2f ds dt + g dt?

olarak yazilabilir [11]. Yizeyin normal vektér alanmi n(s,t),W =
(DAL D, P AL D)y, olmak Tizere

Ll
— CDS/\LCDt (5)
Wi

dir. 2. temel form katsayilar ise

t= (cbss' n)L'

n=(®y,m), . (6)
m= (q)SS' N)L'

olmak iizere yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla

K=_En—m2 )
e -1

ve
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_en—2fm+g/

olarak belirlidir [1].

2.MINKOWSKI 3-UZAYINDA KURESEL CARPIM YUZEYLERI

Bu kissmda, IEY Minkowski 3- uzayinda kiiresel garpim yiizeyleri

tanimlanarak, bu yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri elde edilecektir.

C1, G S R IEf, Ci(s) = (81(5),82(5)),  C2(8) = (hy (D), ho (D),
seklinde birim hizl diizlemsel iki egri olsun. Bu durumda C; ve C; egrilerinin
olusturdugu S kiiresel ¢arpim yiizeyinin parametrizasyonu

® =C; ® C,:1E? > IE3

(s, 1) = (81(5), 82(s)h1 (1), 82 (s)h2 (1)) 9)

seklindedir [3].
Ayrica C, ve C, egrileri birim hizli olduklarindan g,°(s) —

g5%(s) = 1ve

h%(t) — hy%(t) = 1 dir. C,(t) = (sinh (1), cosh (t)) olarak alinirsa,
(9) esitliginde ®(s,t) parametrizasyonu ile verilen S kiiresel ¢arpim yiizeyi
donme ekseni spacelike eksen olan

®(s,t) = (81(s), 82(s) sinh (1), g2(s) cosh (1))

donel vylizeyine karsihk gelir. Simdi (9) esitliginde ®(s,t)
parametrizasyonu ile verilen S kiiresel carpim yiizeyinin teget uzayimni geren
D, ve O, teget vektorlerini elde edelim.

Ds(s,t) = (g1(s), g2()hy (1), g5 (s)h, (D)
D(s, 1) = (0, g2()hy (1), g2(s)hy(D)).
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Burada g3 (s), g5(s) sirasiyla g, (s) ve g,(s) fonksiyonlarinin s ye gore
tirevlerini, h} (t) ve h; (t) de sirasiyla hy (t) ve h, (t) fonksiyonlarinin t ye gore
tiirevlerini gostermektedir. Bu durumda S kiiresel ¢arpim yiizeyinin birinci
temel form katsayilar1 (3) esitlikleri yardimu ile

e = g:%(s) + g,°() (h*(® —h,*(®)
f = g,(s)g5(s) (h1 (D] (1) — h,(Dh5 (D)) (10)
g=2g"()

seklinde elde edilir. $imdi de yiizeyin normal vektoriinii elde edelim.
Bunun i¢in dncelikle @A @y vektoriinii hesaplamamiz gerekir.

i j -k

PANALDP: = |81 82h1  g2hz[ = (g285(hyh; —hihy), —gig,hy, —gig,hl)
0 gzh’1 gzhlz

olup W= gzz(g'zz(hlh’2 —hih,)? - g’lz) dir. Buna gore (5)
esitliginden

1
= ——(g,82(h;1h;
VIW]
—hih,), —gigzhy, —gig,hi) (11)

olur. Simdi de ®(s,t) parametrizasyonunun ikinci kismi tiirevlerini
hesaplayalim.

Ds(s,0) = (g7 (s), g5 ()hy (D, g5 (Hhy(D)
cDSt(SI t)
= (0, g5} (D), gh(s)h5 () (12)

D (s, t) = (0' g2(s)hy (1), gz(S)hlzl(t))

dir.
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Boylece, (6), (11) ve (12) esitlikleri kullanilarak ®(s, t) kiiresel ¢carpim
yiizeyinin ikinci temel form katsayilar

A(s) = g7 (s)g5(s) — g1(s)g5 (s)

r'(t)
= h; (Dh3(0)
— h{ (Dh, () 13)

u(® = hi(Oh; (© — hy (Oh; ()

fonksiyonlar: igin

1
{=— A(s)I(v),
\/WgZ(S) (S) (t)

m = 0; (14)

1
n= Wg&(s)gf(s)u(t)

olarak elde edilir.

Teorem: S, (9) esitliginde ki ®(s,t)parametrizasyonu ile verilen bir
kiiresel ¢arpim vyiizeyi olsun. Bu vylizeyin Gauss ve otalama egrilik
fonksiyonlari sirast ile

K
1
= 7z (8182° AT (OR®}, (15)

ve

H

2
= Zjﬁ{ga (57() +£5°(9)) u()
R ONC)! (16)
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esitlikleri ile verilir.

Ispat: S, (9) esitliginde ki @ (s, t) parametrizasyonu ile verilen bir kiiresel
carpim yiizeyi olsun. (10) esitliklerinden eg — f? sayist

eg — f2 = g,2(gi*—g5*(h;hy — hihy)?) = —W (17)

olarak elde edilir. (10), (14) ve (17) esitlikleri, (7) ve (8) esitliklerinde
yerlerine yazilarak, (15) ve (16) esitlikleri elde edilir.

Teorem: S, (9) esitliginde ki ®(s,t) parametrizasyonu ile verilen bir
kiiresel carpim yiizeyi olsun. S yiizeyinin diiz ylizey olmast igin gerek ve yeter
kosul C; ve C, egrilerinden en az birisinin diiz dogru olmasidir.

Ispat: K = 0 olsun. (15) esitliginden g} g, 3A(s)(Y)u(t) = 0dir. Buradan
A(s) =0, I'(t) =0, veya u(t) = 0 esitliklerinden en az birisi saglanur.
A(s) = 0 olsun. (13) esitliklerinden

g1 (s)ga(s) —g1(s)gz(s) =0
yani

g1(s)  g3(s)

olur. (18) diferansiyel denkleminin ¢oziimii g;(s) = sg,(s) + c dir. Bu
da C; egrisinin diiz dogru olmasi anlamina gelir. Benzer mantikla I'(t) =
0 ve u(t) = 0 esitliklerinden de C, egrisinin diiz dogru oldugu sonucu elde
edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem: S, (9) esitliginde ki ®(s,t) parametrizasyonu ile verilen bir
kiiresel carpim ylizeyi olsun. S yiizeyinin minimal yiizey olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul

i) C; ve Cyegrileri orijinden ge¢meyen diiz dogrulardir,
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ii) C, egrisi orijinden gegen bir diiz dogrudur,

kosullarindan birinin saglanmasidir.

Ispat: H=0 olsun. (16) esitliginden g} (g’lz(s) + g’zz(s)) n(t) +
goA(s)I'(t) = 0 dir. Buradan pu(t) = 0 ve A(s) = O veyau(t) =0vel'(t) =0
elde edilir. p(t) = 0 ise yukaridaki ispata benzer mantikla C, egrisi orijinden
gegmeyen bir diiz dogru olarak elde edilir. O halde p(t) = 0 ve

A(s) =0 ise Cyve C, egrileri birer orijinden ge¢meyen diiz dogru
olurlar. I'(t) = 0 olsun. Bu durumda da (13) esitliklerinden

h; (©hz () —hi(Oh,(0) =0
yani,

hi(®  hy (0

b 1O (19)

olur. (19) diferansiyel denkleminin ¢6ztimii hy (t) = h,(t)c dir. Buda C,
egrisinin orijinden gegen bir diiz dogru olmasi anlamina gelir.

3.  MINKOWSKI  3-UZAYINDA  HARMONIK  GAUSS
DONUSUMUNE SAHIP KURESEL CARPIM YUZEYLERI

Bu kisimda oncelikle IE] Minkowski 3- uzayinda verilen bir yiizeyin
noktasal 1-tipinde Gauss dontisiimii ile ilgili kavramlar verilecek ve daha
sonra C, egrisi orijinden gecen bir diiz dogru olan yani minimal olan bir
kiiresel ¢arpim yiizeyinin harmonik Gauss doniisiimiine sahip olmasi ile ilgili
bazi sonuglar verilecektir.

Oklidyen ve yari-Oklidyen uzaylarda Riemann manifoldlarinin sonlu
tipte immersiyonlar1 kavrami Chen tarafundan 1970 li yillarin sonlarinda
tanimlanmis ve daha sonra bu kavram alt manifoldlarin Gauss doniistimlerine
genisletilmistir.

IE? uzayinda bir S yiizeyinin Laplace operatorii
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\/rza < f detgi]-|gij a%) (20)

etgu i

esitligi ile verilir. Burada gj; ler, 1. temel form matrisinin katsayilar1 ve gl
ler ise, 1. temel form matrisinin tersi olan matrisin katsayilaridir. IE  uzayinda
Gauss doniisiimi 1 ile verilen bir S yiizeyi An = f(n + C) sartini saglarsa,
noktasal 1-tipinde olarak adlandirilir. Burada f sifirdan farkli bir
diferansiyellenebilir fonksiyon ve C sabit bir vektordiir. Eger C sifir ise n, 1.
cesit noktasal 1- tipinde, C sifirdan farkli ise 1, 2. ¢esit noktasal 1- tipinde
Gauss doniigiimiine sahiptir. fsifir yani An = Oise, n harmoniktir ve
dolayisiyla S yiizeyi harmonik Gauss doniisiimiine sahiptir [8, 9, 16].

S, (9) esitliginde ki ®(s,t) parametrizasyonu ile verilen bir kiiresel
carpim yiizeyi olsun. S yiizeyinin 1. temel form matrisi (4) ve (10)

esitliklerinden
gy = g’ +gh (h1 —h,?) gzgz(h1h1 )] 21)
1
: g282(hyhi —hyh3)

olarak  elde  edilir ~ Bu  matrisin  determinanti  detgy =
g,2 (g'lz—g'z2 (hyh} — hih;)?) dir. Bu asgamadan sonra C, egrisinin orijinden
gecen bir diiz dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda h;(t)h)(t) —

hi(Hh,(t) = 0dir. O halde Hdetgij| = |g,gi|l olur. Buna gore (21)

matrisinin tersi

g
g’z , )
. 1 ~ 22 (hyhf — hohy)
_ , (22)
gl12 82 ’ 2 2
_g_z(h1h1 2) g1 + g (hl —h, )

dir. Buradan S ylizeyinin Laplace operatorii
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3 BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA KURESEL CARPIM YUZEYLERI
( 9 (lgal 0
as AR
+ 9 + (h hi —h,h}) 9
as\ | 1| 1 2727t
d d
4———( =7 (hihy — hzhé)——>
d | 1l
0
0

t<g g5%(hy? —hf)a>

Ig1g2| ot

(23)

— i <
lg281!

dort ifadenin toplami olarak elde edilir. Bu ifadeleri ayr1 ayri tekrar

diizenlersek birincisi

L 8281 — 8287 0 lg2| 0%
- 12 ds |gj| 0s?

81
ikincisi
Mol — o + " z
L 8zleil ,%2(_g1 (hyh! — )____l l(hlh’ hoha) 5=
81 81
ugiincust

2

hyhf — hyh!
(1 22)66t

+ u+hh” hwq +
|1I ! 2727 9s |1|

ve dordiinciisii

g5°(2hihi —2hhy) 8 gi” +g5°(h® —hy?) 92
8182l ot |g18:I ot?

olarak karsimiza ¢ikar. Ayrica

212 (24)

=—82"81
olmak {izere normal vektor alam

1 ! ! ! !
n= 7w (0, —gigzhy, —gigohl) (25)
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dir. (24) esitligi (25) te yerine konursa
n = £(0,—h3,—h})

bulunur. Buradan S yiizeyinin Gauss doniisiimiiniin Laplace 1 olan An
asagidaki sekilde elde edilir:

An

1 2g,'*(h;hf — h;h%)(0,h%, hy)

=z 212 r2 12 2 2 "oy (26)
g2°8, (+81 + 82 (hl —h, )(O»hz ,hy

Teorem: S, (9) esitliginde ki ®(s,t) parametrizasyonu ile verilen bir
kiiresel carpim yiizeyi olsun. C, egrisi orijinden gecen bir diiz dogru yani S
ylizeyi minimal bir yiizey iken Gauss dontisiimiiniin harmonik olmas igin
gerek ve yeter kosul

28" hh5hy (c? — 1) + (1 + c?g,""h,? ) by’ = 0 27)
esitliginin saglanmasidir.
Ispat: S, (9) esitliginde ki ®(s, t) parametrizasyonu ile verilen bir kiiresel

carpim ylizeyi ve C, egrisi orijinden gecen bir diiz dogru olsun. Gauss
donlisimiiniin -~ harmonik  oldugunu kabul edelim. (26) esitligini

diizenledigimizde
28,"(hyhi — h;hp)hy + (g% + g2 (hy® —h,?) )by’ =0 (28)
ve
28, (hahf —hoh)hy + (g1° + g2 (h* —h?)) " =0 (29)

esitlikleri elde edilir.. C, egrisi orijinden gegen bir diiz dogru oldugundan
h; (t) = hy(t)c dir. Bu durum goz oniine alindiginda (28) ve (29) esitlikleri
ayni sonucu verir. (28) esitliginde

h;(t) = h,(t)c yazalim. O halde bu esitlik
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2g,"* (hzh(c? — D)hy + (1" + g2"*(c? — Dh,*)hy" = 0 (30)

halini alir. C; birim hizli bir egri oldugundan gi2(s) —gh’(s) =1 yani
gt %(s) = 1+ g, (s) dir. Bu esitlik (30) da yerine yazilirsa (27) esitligi elde
edilir.

Sonug: S, (9) esitliginde ki ® (s, t) parametrizasyonu ile verilen bir kiiresel

carpim yiizeyi olsun. C, egrisi orijinden gecen bir diiz dogru yani S ylizeyi
minimal bir ylizey iken Gauss doniisiimii daima harmoniktir.
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